1.1 Antiderivert

Oppgave 1.10
a) a(t)=-0,48t+2,4 = v(t)=-0,24t*+2,4t+C

v(0)=16 = -0,24-0°+2,4-0+C=16 < C=16  v(t)=-0,24t> +2,4t+16

b) v(5)=-0,24-5+2,4-5+16=22  Fartenetter 5ser 22 v/,

C)  v(t)=-0,24t>+2,4t+16 = s(t)=-0,08t°+1 2t> +16t+C

s(0)=0 = -0,08-0°+1,2-0+16-0+C < C=0  s(t)=-0,08t* +1,2t> + 16t

d) s(5)=-0,08-5°+1,2-5 +16-5=100  Etter 5 s har bilen kommet 100 m.

Oppgave 1.11
a) F(x)=2x*-2x+C fordi F'(x)=4x-2= f(x)

b) F(x)=1x*+2x*+C fordi F'(x)=x*+4x= f(X)

3
0 FX=3x'-1x*+C fordi F'(x)=2x°-x=f(x)

d  F(X)=x"-3x*+x+C fordi F'(x)=4x*—6x+1= f(x)

Oppgave 1.12
f(x)=8x*+12x* +10x+3 = F(x)=2x"+4x>+5x*+3x+C

F(-)=2 = 2:(-1)'+4-(-1)’+5:(-1)°+3:(-1)+C=2 & C=2

F(X)=2x* +4x> +5x° +3x + 2

Oppgave 1.13
a) f(x)=e¢* = F(x)=e*+C fordi F'(x)=¢"

b) f(x)=%,x>0 = F(X)=Inx+C fordiF'(x)=%
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) f()=-L

X2

d) 1°(X):x+xi2

CAPPELEN DAMM

= F()=%+C =x'+C fordi F(x)=-1x"=-%

= F(X)=3x"-%+C =3x’-x*+C fordi F'(x)=x-(-1)-x?




1.2 Ubestemt integral

Oppgave 1.20
a)  [(6x+5)dx=3x"+5x+C

j4dx:4x+C

c) I(sz +4x+1)dx:x3+2x2+x+C

d) J'(x2 —5x+6)dx:%x3—%x2 +6x+C

Oppgave 1.21

a) j(t—tiz)dt=j(t—t'2)dt=%t2—_ilt'1+c=%t2+%+c
b) I(l %)dx I _llx‘l—Z-_ix‘2+C:—%+X—12+C

2 j(Zt—Si/F)dtzj(Zt 5t§)d —2.4-5.id+c=t’-3.{C+C
: -3t +C

J2%

2 dx:j%x_%dx=%-%x%+C =5Jx+C
7

Oppgave 1.22
V()=20+0,8t = s(t)=[(20+0,8t)dt =20t+0,4t" +C

s(0)=0 = 20-0+0,4-0°+C=0 < C=0 = s(t)=20t+0,4t’

$(10)=20-10+0,4-10* = 240 Pa de 10 sekundene kjgrer bilen 240 m.

Oppgave 1.23
a) f(x):.[(4x—2)dx:2x2—2x+C

f)=2 = 21°-21+C=2 & C=2 = f(X)=2x*-2x+2
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b) f(x):I(6x2+5)dx:6-%x3+5x+c =2x*+5x+C

f(0)=2 = 2.0°+45.0+C=2 < C=2 = f(x)=2x*+5x+2

C)  f(x) :J‘(12x—6)dx:6x2 —6x+C

Bunnpunkti (10) < f'0)=0 = 6:1°-6:1+C=0 < C=0

=  f'(X)=6x"-6x
f(x):j(6x2—6x)dx:2x3—3x2 +C

Punktet (1,0) pdgrafen = f(1)=0 = 2:I°-3.1°+C=0 < C=1

= f(x)=2x*-3x"+1

CAPPELEN DAMM
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1.3 Integralet J'de
X

Oppgave 1.30
a) I%dx:J.S-%dx:Sln|x|+C

b) I(2x+1—%)dx= x*+x-2In|x|+C

) I(ze —2x—l+%+x—12)dx:_|.(6x2—2x—1+%+x‘2)dx:6-%x3—2-%x2—x+|n|x|+_i1x‘l+C

=2 - x* = x+In|x|-%+C

Oppgave 1.31
a) IXTJrldX:J'(%Jr%)dx:J'(H%): x+In|x|+C

b) IZXZ—;X—Z dx:j(z_f+%_%)dxzj‘(2x+l—%): x? +x—2|n|x|+C

Oppgave 1.32

a) J.ﬁdx u(x)::x+l In|x+1|.%:|n|x+1|+c
b) ﬁdx u(X);2x+1 |n|2X+1|.%:%|n|2X+]_|+C

Oppgave 1.33

x

a) (xlnx—x)':(l-ln x+x-%)—1=ln Xx+1-1=1In

b) Ilnxdx:xlnx—x+C fordi (xInx—-x+C)'=Inx.
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1.4 Integrasjon av eksponentialfunksjoner

Oppgave 1.40
a) IZede =2¢"+C

b) j(Gx—Sex)dx:?;x2 —3e*+C
c) I(4e2x +9e3x)dx:4-%e2X +9-%e3X +C=2e"+3¥+C

d) j(ex+e’x)dx=ex +_l1e’X +C=¢"—e*+C

Oppgave 1.41

a) j(3-2X)dx:3-ﬁ2X+c zﬁzuc

b) j(2—3X)dx=2x—ﬁ3X+c

c o 2\ dy = In 2.1 o 1 oax X X
) j(lnz 2*+In3-3 )dx_lnz 2 +In3- {3 +C =243+ C

Oppgave 1.42

a)  [(5400-"* ) dx =5400- 5hze"™ + C = 67500-"™ +C

b -1,05" ) dx = 1l _.1054+C= 1 05"
) I(12800 1,05 )dX—12800 105 1,05" +C =262 348-1,05" +C

Oppgave 1.43

a) (ex2 ) — ¥ oy = 2xeX’

2

b) jxexzdx: e’ +C  fordi (%ex2+c)':xex

N
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1.5 Bestemt integral som grense for en sum

Oppgave 1.50

a) 25“‘;
oY
5-!
g Ty = w=
o 1
b) =311
8 4
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Oppgave 1.51

a)
+
b)
i) = In(x)
"!"
1-!
i) = In(x)
8]
0 /'1
Se=f(1)&+f(H)H+f (%)%+ + f %) 15+ f (%)-%+ i (%) 5
—In1-%+ln(% %+In(%)-%+ +In(%—7)-%+ln(%—8)-%+ln(%—9) 15~0.35
9 ‘|2.Indez0,=5

CAPPELEN DAMM



e T 8 e B

Oppgave 1.52

a) 2‘ v

b)

f=174%-1

o =1/4%-1
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Oppgave 1.53

YI=38E-3

24|Y
-

22

20
-

00T
=1 =0

JUARE=5,1.32
28

SolmeldldxgdsdEg o dn

LOLER=1
dii=2l

— Avgrenset areal er 20

P f(g=3%-3

Oppgave 1.54

=]
1
1l

WE—AE=3

09=2F-2x- 3 | 1§h&“Hﬂ ,;ff;; RooT

/
N 7 =

pr=3 =0

Wi1=nt—ax-3

LOLIER=- | UFFEF=3
dii=- | 0. EEEEEEE"T

TiRe—2r=—3,-1.32
-18. BEEEEEET

Avgrenset areal er 2 ~10,67

Solueld g dsdng o dn
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1.6 Bestemt integral og antiderivasjon

Oppgave 1.60
a) el

7

(]

5

fix)=x+3 23

8]

o 1 2 el 4 ]

) 4e20

A fO+f() 347
2 2

VA- (x+3)dx=[5x* +3x]| =(}-4?+3-4)-0=8+12=20

O ey

Oppgave 1.61

) i(3x2 +2x)dx =[x+ x2]:=(23 +22)—((—1)3 +(—1)2) —8+4+1-1=12

-1

1
) fraefe]-d-e-e

0
R et

0 ——
d ¢ .

J"lx'dle:ln|X|:|1 =Ine-In1=1-0=1

1

CAPPELEN DAMM



e T 8 e B

Oppgave 1.62

Nedre integrasjonsgrense bestemt av f (x) =0

= 3x2-3=0 & X¥=1 & x=+/1=+1

A= i(sz —3)dx = [x3 —3x]:
1

=(3°-3-3)-(1°-3-1)=27-9-1+3=20

\f(x):x’-Qx-a /
1

Integrasjonsgrensene bestemt av f (x) =0

= x2-2x-3=0 & X:_(‘z)i\/(—2)2—4-1-(—3)

2-1
2 2 2

2 3

A=—J'(x2 —2x—3)dx= i(—xz +2x+3)dx=[—%x3+x2 +3x] .
e} ]

=(—%-33+32+3-3)—(—%-(—1)3+(-1)2+3.(—1)) =-9+9+9-1-1+3=32

CAPPELEN DAMM



W P T N SR R

Oppgave 1.64
a)

b)
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2|
i) =1-11/%

d)

“:
.
1 2 ’
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Azj(l_%)dh[x—'nlxﬂf

=(3-In3)—(1-In1)




1.7 Integrasjon og areal

Oppgave 1.70
a) T, Nullpunktet gitt ved f (x) =0

= ¢-1=0 & e*=1 < x=In1=0

p 0
[ > o : - 2 Anger = _:"l(ex _1)dX = I(l—ex )dX — I:X_ex]:

-1

() = 8% - 1 -1 :(0—60)—(—1—9_1):—1+1+%=%
1
A\)ver = ‘(')‘(ex —1)dX - [ex N X:IZ
:(el—l)—(eo—o):e—l—lze—z
Aotaltz%—i_e_zzl'og
b) Nullpunktet gitt ved f (x) =0
T=1-2% N = 1-2=0 & 2=1 < x=1nl_g
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Oppgave 1.71

a) Nullpunkter gitt ved f (x) =0
= xX*-4x=0 < x-(x2—4):0 & x=0 v X*-4=0 < x=0 v x=+J4=42

Nullpunktene til f er x=-2 , x=0 og x=2

b)

oner + AJnder :4+4:§
Oppgave 1.72
T Integrasjonsgrenser: f(x)=g(x) < f(x)—g(x)=0

(—x2+8x—7)—(x2—1)=0 o 2x°+8x-6=0 <
2X°+8x-6

f(x)-9(x)

88 -4(-2)(-6) _-8+Vi6 _

2-(-2) 4

4 X

x‘.
'\-\u 1 2 E la ©
A=
-2 ] fiX)=-+8x-7
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Oppgave 1.73

Integrasjonsgrenser: g(x)=f(x) < g(x)—f(x)=0

(x3—1)—(x3+x2—2x—4)=0 & X +2x+3=0 <
X +2X+3

9001 ()
—2+2°-4-(-1)-3 _—2+.16
X = = =
2-(-1) -2
X=_2+4=—1 . )(:—2—4=3
-2 -2

3 3

A=[(g(x)~ F())dx= [ (—x*+2x+3)dx=

3

1 T2 B = _[_ 13 2
/ _[ X X +3x]l

f(x)-{“.+x=—2x—;l - (_%'33 +3? +3'3)—(—%-(—1)3 +(—1)2 +3(—l))
_f/m_m | =—9+9+9—%—1+3:3_32
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Oppgave 1.74

CAPPELEN DAMM
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Integrasjonsgrenser: g(x)=f(x) < g(x)—f(x)=0

- %x—%xz—ln|xl2
=(3-2-%4-2°-n2)-(31-%-1°-1n1)




1.8 Integral og samlet resultat

Oppgave 1.80

a)  £(52)=250-6"0%%2 ~ 421 Ukesproduksjonen om et &r vil vaere 421 enheter.

b 52 52
) [ 250-62%dt = | 25962 | - 25000-€" - 25000-€° ~17051
0 ! 0
Arsproduksjonen det farste &ret blir 17 051 enheter.
2 Gjennomsnittlig ukeproduksjon det farste aret: %eznheter ~ 328enheter

Oppgave 1.81
a)  Arlig skning p4 1,2% = vekstfaktor 1,012

Fadselstall om 30 &r: 50000-1,012* ~ 71500

b) 3 30
X 4y — | 50000 x |7 _ 50000 30 _ 50000 0
150000-1,012 dx_[ln1,012-1,012 }0 = In1,012'l’012 _|n1,012'1’012 ~ 1803500
0
Totalt blir det pa de 30 arene fadt ca. 1,8 millioner barn.
C) 1803500

Gjennomsnittlig arlig fadselstall: =60100

Oppgave 1.82
20
Totale matutgifter: [ (~150x +4000x+70000)dx =[ ~50x* +2000x* + 70000x |
0

- (—50 .20° +2000- 20° + 70000 - 20) —0=1800000

Gjennomsnittlige matutgifter per ar: % =90000kr
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Oppgave 1.83

Martes lgnnsfunksjon: M (t) = 240000 + 10000t
Sondres Ignnsfunksjon: S(t) = 200000-1, 05'

25
Martes totalinntekt: [ (240000-+10000t )dt =[ 240000t +5000t | * = 9125000
0

Sondres totalinntekt: J. 200000-1,05'dt = [20(1?12%%09 J = ZI?]({%%O (1, 05% -1, 05") ~ 9782000
0 el 0 il

Sondre vil tjene mest.
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1.9 Integrasjon og volum

R LA S

Oppgave 1.90

V=rx

O ey N

(x+1) dx = 7Z'I X +2x+1)d

[%x3+x +x}
1
3

=7-(% 23+22+2)=%

Oppgave 1.91

Y, :7r_2[(x2)2 dx:zr_zfx“dx:m[%x"‘]:
1

7(}-2°- 115) 3z

5

Oppgave 1.92

/ \ Flatestykket er en halvsirkel med sentrum i origo og radius r.

b)  Ved adreie flatestykket 360° om x-aksen far man ei kule

2 V :ﬂj(\/rz—xz )2 dX=7Z'j.(r2—XZ)dX=7Z'-|:I’2X—lX3:|r

-r

e e
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Oppgave 1.93

b)  Nér begge halvaksene i ellipsen er like, blir a=b =r og formelen V =2 7r°.

I
N

(o) o g o)

Zﬂ-[abz ~1ab’ +ab’ —%ab2:|=%7[ab2

3
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2.1 Vinkler

Oppgave 2.10

b)

i

d)

N
N

T

N

\

e

U

U

1V

9)

i

DAMM



Oppgave 2.11

a) f
Ve N
/ U N
I,."._-' *_. Y

b) J

CAPPELEN DAMM

u=120°

v =200°

w=-150°

u =390°

vV =660°

w=-750°



2.2 Generelle trigonometriske definisjoner

Oppgave 2.20
a) A

o,

8
0,6

0,4

o . co= (H
02 22212=;;2:2£ A, 2428281433

=in TH
> M. 93926265

sin70°~ 0,94

-0,8 -0,6 -0,4 -0,2 0,2 0,4 06 0,8

-0,2

-0,4

-0.6

-0.8

o IED
0s160°~ 0,94 =25 % o orococezne

=it 1&H
> H. 3426201433

sin160° =~ 0,34

-0,8 -0,6 -0,4 -0,2 0,2 0,4 0,6 0,8

-0,2

-0,4

-0.6

-0.8

cos315°~0,70 B, TETIBETELZ
. -@, TET1IBETELZ

sin315° ~ -0, 70

0,2 0,4 0,6 (0,8
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d)

Oppgave 2.21

»
»

a)

b)

0,2 0,4 06 0,8

-0,8 -0,6 -0,4 -0,2
-0,2

0,4

-0,6

-0,

8

CAPPELEN DAMM

0,2 0,4 0,6 0,8

cos(-15°)= 0,95 Eg=—1m
B. 9559258263
=in -15
-0, 2555190451
sin(-15°) = —0,25
cos Sd
c0s90°=0 . e
_ =in 948
1
sin90°=1
cos 15H
co0s150° = -0, 87 -@. BEERZSAATE
=in 138 8.5

sin150°=0,5




\

0,2 0,4 0,6 0,8

d)

Oppgave 2.22

sin70 z0,94z2,76
cos70° 0,34 =—

tan 70° =

sin315° 0,70 _
cos315°

tan 315° = -1

0,70 =

Oppgave 2.23

tan90° = 3M20° _ 1 e definert.
cos90° 0 F——

CAPPELEN DAMM

cos 15H
cos180°=-1 _ -1
S —————— =in 18@

sin180° =0

c0s210°~-0,87 |[*°% 8 . scenzsenss
sin 21
-8.5
sin210°=-0,5
tanl600=sm160 . 034 ~0,36

c0s160° -0,94 ——

tan (~157) = SIS 026 4 o
cos(-15°) ~ 0,97 ——

t. Tl
Ma EEREOE
Pres=:[EXIT]




tanlsooz3|n150 _ 05

tan180° sin180 :220
cosl80° -1 =
sin 210° _ =05

tan 210° =

c0s150°  —0,87

CAPPELEN DAMM

c0s210°  —0,87

Tan 15A
-H, STTI0EZE92
lFHAT
Tan 12@
5]
| TR
Tan ZI1IA
H, ST TI0E2692
| TR




2.3 Trigonometriske likninger

Oppgave 2.30
a) sinv=0,4 xe[0°360°)
v=sin"0,4~ 23,6° v v=180°-23,6°=156,4°

b) sinv=0,8 xe[0°360°)
v=sin"0,8~531° v v=180°-53,1°=126,9°

) sinv=-0,4 xe[0°360°)
v=sin? (—O, 4) ~—-23,6° Utenfor intervallet.

v=360°-23,6°=336,4° v v=180°+23,6°=2036°

d) sinv=-0,2 xe[0°360°)
v=sin™(-0,2)~-11,5° Utenfor intervallet.

v=360°-11,5°=348,5° v v=180°+11,5°=1915°

Oppgave 2.31
a) sinv=0 xe[0°360°)
v=sin"0=0° v v=180°-0°=180°

CAPPELEN DAMM
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b) sinv=1 xe[0°360°)

v=sin"1=90°

) sinv=-1 xe[0°360°)

v=sin™ (-1)=-90° Utenfor intervallet.

v =360°-90°=270°

d) sinv=12 xe[0°360°)
Ingen lgsning dasinv e[-1,1]

Oppgave 2.32
a) 5sinv-4=0  xe[0°,360°)
iny—4 _
sinv=¢=0,8
v=sin"0,8~531° v v=180°-53,1°=126,9°

b) 10sinv+3=0  xe[0°,360°)
sinv=—3=-0,3

v=sin? (-0,3)=-17,5° Utenfor intervallet.

v=360°-17,5°=342,5° v v=180°+17,5°=197,5°

) 2sinv-1=0 xe[0°,360°)
i _1_
sinv=5=0,5
v=sin"0,5=30° v v=180°-30°=150°
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d) 2sinv+l=-1 xe[0°,360°)
sinv=-1
v=sin™(-1)=-90° Utenfor intervallet.

v =360°-90°=270°

Oppgave 2.33
a) cosv=06 xe[0°,360°)
v=c0s"0,6~53,1° v v=360°-53,1°=306,9°

b) cosv=0,8 xe[0°360°)
v=cos'0,8~36,9° v v=360°-36,9°=23231°

c) cosv=-0,8 xe[0°360°)
v=cos'(-0,8)~1431° v v=360°-1431°=216,9°

d) cosv=-0,5 xe[0°360°)
v:cos’l(—O,S):g v v=360°-120°=240°
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Oppgave 2.34

a) cosv=0 xe[0°360°)
v=cos‘10:£ v v=2360°-90°=270°
b) cosv=1 xe[0°360°)
v=cos 1= 0°
x €[0°,360°)

C) cosv=-1

v=cos™(-1)=180°

d) cosv=-11 xe[0°360°)

Ingen lgsning da cos v e[-1,1]

Oppgave 2.35

a) tanv=1 xe[0°360°)

n=0 = v=45°

v=tant1=45°+n-180°
n=1 = v=225°

b) tanv=-2 xe[0°360°)
n=1 = v=116,6°
v=tan™ (-2)~—63,4°+n-180° I
n=2 = v=296,6°
x €[0°,360°)

C) 5tanv+8=0

tanv:—%:—l,ﬁ
n=1 = v=122,0°
v=tan™(-16)=-58,0°+n-180° -
n=2 = v=302,0°
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d) 3tanv+2=2(4-tanv) xe[0°360°)
3tanv+2tanv=8-2 < bStanv=6 < tanv=2=12
n=0 = v=50,2°

v=tan™1,2~50,2°+n-180°
n=1 = v=230,2°
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2.4 Eksakte trigonometriske verdier

Oppgave 2.40

tan 30° = < AB= 4 oz%zﬂ
tan30 ﬁ -
= §in30°=—~ & AC= .4 _2-8
‘ : AC sin30° 1 =

Oppgave 2.41

a)

b)

D

1

A

AABD er likebeint og derfor er Z/ABD = Z/ADB = 45°
= ZCBD =135°-45°=90° = ABCD er rettvinklet.

W2 W2 _3\/5_3\/5\/5:\/5_\/5:\/6

tan60°=—— < BC=
BC

T tan60° 3 /3-43

£g<:>DC—\/6=\/€

 c0s60°

>

€0s60° = =2

I\J\H‘

Oppgave 2.42

a)

A Pa grunn av symmetri far vi:

ﬁ \ sin150° =sin30° =

- c0s150° = —-c0s30° = —g

[INo)—

1
o__ 2 __1
tan150 __g 5
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b)

e

d)

>
6 03/

CAPPELEN DAMM

Pa grunn av symmetri far vi:

$in135° = sin 45° = ¥2

IS

€0s135° =—c0s45° = —g
%
tan135° = __g = _=1

P& grunn av symmetri far vi:

sin 240° = —sin 60° = —

N|§|

€05240° = —c0s60° =

[
HNIH

tan 240° =—2-=/3
2
Pa grunn av symmetri far vi:

sin330° = —sin30° = %

€0s330° =c0s30° = 3

o[

1
o_ 2
tan 330 ——g

Pa grunn av symmetri far vi:

sin(-150°) = —sin30° =

Hmll—‘

cos(—150°) = —cos30° =

_1
tan (-150°) = —=2 =

oo
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P& grunn av symmetri far vi:

sin 600° = —sin 60° = —

N|&|



2.5 Absolutt vinkelmal

Oppgave 2.50

a) 3OO=180 _z
6 6
©)  ggo_180°_7
2 2
® 1000-2.180°- %
33
Oppgave 2.51
a) 12180 _ 300
6 6
¢) 5z _5-180 _150°
6 6
Oppgave 2.52
ST I
180° 4
C) 2400:240 .ﬂ:4_7z
180° © 3
€) 112":112 -ﬂ:28—ﬂ-zl,9
180° 45 =
Oppgave 2.53
a) 2z _2rm 180° .00
3 3
c) 1z _1lr 180° ..,
6 6 /e
©) 2 45-245-28% L140 40
T

CAPPELEN DAMM

b)

d)

b)

d)

b)

d)

b)

d)

EaN
13

360°=2-180° =27

37 _3180° .,
4 4

37 _3180° .,

7_”:7_”.180 —=315°
4 4




e T 8 e B

Oppgave 2.54
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2.6 Trigonometriske likninger og radianer

Oppgave 2.60
a) sinx=0,7 xe[0,27)
Xx=sin"0,7~0,78 v X=rx-0,78~=2,36

b) 3sinx+2=1 xe[0,2r)

sinx=% IEN sinx:—% IEN

1
>

v=sin(-1)~-0,34 Utenfor intervallet. f

v=27-0,34~5,94 v v=x+0,34~348 \\

€) cosx=-0,2 xe[0,2

: 7)
X = C0S~ (02)z177 v x=27-177~451 /x

E akz 0z o4 o6 o
>

d) 5cosx-2=0 xe[0,2r)
_2_
cosx_§_0,4
x:cos’l(0,4)zl,ﬁ v x=27-116~512

Oppgave 2.61
a) 2tanx=1 xe[-z,7)
tanx—7=05
n=-1 = x=-2,68

x=tan?0,5~0,46+n-7
n=0 = x=0,46
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b) 3tanx+4=0 XG[—ﬁ,ﬂ>
_ 4
tanx_—§
n=0 = x=-0,93
x:tan‘l(—%)z—0,93+n~7z -
n=1 = x=2,21
€) 2sinx-3cosx=0 xe[-7,7)
cos x#0
& 2tanx—-3=0 < tanx:%
n=-1 = x=-2,16
x:tan‘l(%)z0,98+n-7r E——
n=0 = x=0,98
d) 3sinx+2cosx=0 xe[-7,7)
cosx=0
< 3tanx+2=0 < tanx:—%
n=0 = x=-0,59
x:tan‘l(—%)z—0,59+n-7r E—
n=1 = x=2,55
Oppgave 2.62
a) 10sin’x-5sinx+0,6=0 xe[0,27]
—(-5)++/(-5)° —4-10-0,6
o (52 (-5) 5:d
2-10 20
sinx =3 x=sin‘l(%)z0, 0 v X~7-0,30~2,84
= vV Lt Vv
sinx=¢ x=sin"(§)~0,20 v x=7-0,20~2,94
b)  3cos’x-8cosx-3=0 xe[0,27]
~(8)J(-8)~4:3(=3) _s+i00
COS X = =
2-3 6
cosx=3 umulig
& v & x=cos'(-3)~191 v x=27-191~4,37
cosx:—%
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) tan’x-5tanx+6=0 xe[0,27]
—~(-5)£4/(-5)° 416 5+1
COSX = -
2:1 2
tanx =3 x=tan?3~1,25+n-7 x=1,25 v x=4,39
Py \Y R AV = \Y
tanx =2 Xx=tan'2~111+n-7 x=111 v x=4,25

Oppgave 2.63
sin? x—3sinx-cosx+2cos’x=0  xe[-r,7]

cos? x£0 in? i 2
sin“X 3SinX-COSX 2C0S” X
o - + =0 < tan’x-3tanx+2=0 <

cos? x cos? x cos® X
—(-3)+(-3)°-4-1.2 34
any - I EV(3) 341
21 2
tanx =2 x=tan'2~111+n-7 x=-203 v x=111
< v o v o v
tanx =1 x=tan*1=Zin.z x=-3Z v x=Z
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2.7 Eksakte lgsninger

Oppgave 2.70
a)

b)

d)

CAPPELEN DAMM

- \
’
0.6 3
’
4
| ’
L %
.
0.2 ,
’
’
6 -0.4 0.2 0.2 0.4 06 0.8
-0.2
0.4

cosz=-cos0=-1

sinﬂzsinO:Q

cosZﬂ:c030=;

sin27z:sin0:g

i 0
-1

tan 27 < SN 2r 0

COSZﬂ_I:

c0S3Z = cosZ =0

2

2 =
sinZ=—sinZ=-1
2 2 ==
in 37
tandz =202 1
> cos

cos 3 = —cos (7 —3%

37 i
SIn y) —sm(

in 3z
30 SN
4 cos¥

4

4

)=—-cosZ =~

no

o

4

37\ _ginz 2
P )—S|n4— 5

Ikke definert.

N|§|



e) A
: 2 _ _ _27)\ = _cosZ =—1
cos < = cos(zr 2 )— Cos% =—3
S 2z _ _27)\—ginz =3
sin < —Sln(ﬂ' 3)—5|n3—i
2r V3
sinéz 32
tan2f=—2 =2 -3
sz —7 T
f)

cos L = cos (27— 17) = cos £ = 3

sinllT” = —sin(27z—11”) ——sinZ=—1

6 )™ 6 _2
11z _1
tanllﬁ_sIn 6 __2__ 1
6 cos% 3 V3
2 p———
Oppgave 2.71
a) 4sinx-1=1 xe[0,27) A
iny=ll iny=1 _ -y _ T _51 /
sinx=%= < sinx=5 & X=% v X=7 6=% “
b)  2cosx—+/3=0 xe[0,27)
_B _z o, _x_1llr
COSX="% << X=% V X=2r 6= 6
¢) 3tanx+3=0 xe[0,27)
_=3__ —_Zn. _3z _Iz
tanx_s_ 1 & x= TN < X= v Xx=4
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Oppgave 2.72

b)

c)

d)  5sin(£x)+3=0 x<[0,10]
sin(£x)=-2 < Zx~-064 v Zx~7+064 <
%Xz27r—0,64 v %Xzﬂ+0,64 =

%Xz5,64 v %Xz3,78 < x=90 v x=6,0

oiN

Oppgave 2.73

a)  2sin*x+sinx-1=0  xe[0,27]

“1+ 12-4.2.(-1) _
sinx = ( ) li\/g

2.2 4
. —sin (L= z — g _ 7T _51
smx=% X =sin (2)‘§ vV X=rx 6= 6
& v & v
sinx=-1
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b)  2cos?x++/2cosx-2=0

Xe [O, 271']

COSX = —\/Ei\/(\/i)z_4.2.(_2) _—2+\18 24342

2-2
_202 _\2
COSX =545 =%

< 3V

sinx=—2 umulig

CAPPELEN DAMM
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2.8 Enhetsformelen
Oppgave 2.80

a) sinv=¢ ve[90°180°]

sinv+cos’v=1 =

i 2.kvadrant
4\? 2y _ _ (4Y 4+ h_ 16 _, [9 viz _ 3
(g) +cos‘v=1 << cosv=4,/1 (g) =+./1 —25—i 55 = cosv=-¢

b)  sinv=-1 Ve[s—” 27[}

2 v i 4.kvadrant
cosv=t,i-(-1) = f1-k =583 535 T gosy =S

1
sinv. —7 1
tanv = =2 __
CosV L}f 15

Oppgave 2.81

tanv=2 ve[0°90°]
sinv

— =2 <& sinv=2cosv

Ccosv

. 2
sinv+cos’v=1 = (2cosv)

—

o coszv:g & cosv=+

— Y
sinv=2cosv=> smv_ﬁ
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+

< 4cos’v+cos’v=1 < 5cos’v=1
v i 1.kvadrant
1_4+1 -1
5=t% = cosV =%



Oppgave 2.82

a)  4sin® x—sin x-cos x+cos’ X =3 x e[0,27]
=2 H 2 =2 2
& 4sin® X —sin X-COS X + COS x=3-(sm X + COS x)
< 4sin? x—sin x-cos X+ c0s? x = 3sin® X + 3¢c0s’ X
< 4sin? x—sin x-cos X+ c0s? x—3sin® x—3co0s? x =0

- , ) cos’x20  gin? X SiNX-COSX 2C0S? X 0
& sine x=sinx-cosx—2cos“x=0 < - =

cos? x cos’ X cos?x  cos? X
2
(1) (-2 —4-1:(-2) 19
< tan’x-tanx-2=0 < tanx= (DY ( )= V9
21 2
tanx =2 X=tan™2 X~111+n-7 x~111 v x=4,25
o v o v & v Y
E—— — -1(_ —_T . _ 3z _ I
tanx=-1 X = tan (1) X rtn-w x==F v x=LF
b)  5sin®x+4sinx-cosx+cos’x=1 xe[0,27]
N 55in2x+4sinx-cosx+c052x=1-(sin2x+cos2 x)
< 5sin? x +4sin X-c0s X + €0s° X =sin? X +c0s’ X
< 5sin® X +4sin X-cos X+ c0s? X —sin? x—cos? x =0
) ) cos’x20  4sin?X  sin X-C0S X 0
& 4sin’ x+4sinx-cosx=0 < —+4 =
cos? x cos? x cos? x
< 4tan®x+4tanx=0 < 4tanx-(tanx+1)=0 < 4tanx=0 v tanx+1=0
tanx=0 Xx=tan0 X=0+n-7 x=0 v Xx==x
o {v o {v o v < v
—_— — -1 - _ . _3r _ I
tan x 1 X = tan ( 1) X 77w x=2°F v x=_F
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C)  4sin®x—4+/3sinx-cosx+4cos?x =1 xel[-7 7]
& 4sin® x—4+/3sin x~cosx+40032x:l'(sin2x+cos2 x)
& 4sin? X—4+/35in X-0S X +4¢0s® X = Sin® X+ Cos? X
< 4sin? X—4+/35in X+ oS X+ 4¢0s® X —sin® X —cos® X = 0

) ) cos’x20  3sin® X 4+/3sinx-cosx  3cos’ X 0
& 3sin? x—44/3sinx-cosx+3c0s’x=0 < 4B ¥ -

cos? X cos? X cos’x  Cos’ X
2
~(-443 i\/—4ﬁ ~4.3.3 .
f—t 3tan2X—4x/§tanx+3:0 < tanx = ( ) (23 ) :4\/§g\/ﬁ
+2.
P tanx:M
6
_ 2z oz
tanx =+/3 x=tan"+/3 x=Z+n-z X="% VvV X=3
o v o v o v o v
tanx:g x:tan’l(g) X=%+n'ﬂ' x:_%f v X:%
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3.1 Sinusfunksjonen

Oppgave 3.10

a)  f(x)=3+2sinx xe[0,27]

f(X)pas =3+2:1=5  nérsinx=1 < x=

nolN

b) f(x)min:3+2'(_1):1 nél’ SinX:—l = X:‘?’Tﬂ

c)

Oppgave 3.11
a) f(x)=2-4sinx xe[0,2r]
Nullpunkter der f(x)=0 = 2-4sinx=0 < sinx=

F(X)pe =2—4+(~1)=6

b)

nar sinx=-1 < x:37”

) f(X)pyy=2-41==2

-2 narsinx=1 < x=
d)

NN

VAR

CAPPELEN DAMM
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Oppgave 3.12
a) f(x)=1+2sinzx x€[0,2]

Nullpunkter der f(x)=0 = 1+2sinzx=0 < sinzx=-1 <

7ZX=27Z'—% Vv 7zX:7z+% = ﬁlelT” v ax=1Z & x=1 | x=

b)  f(X)pae =1+2:1=3 narsinzx=1< 7zx=

NN
>
Il

N~

0 f(X)yy=1+2-(-1)==1 nérsinzx=-1 =x=3% < x=3

pr— 2
d) 4]y
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3.2 Amplitude, periode og likevektslinje

Oppgave 3.21

a ¥
) ; Likevektslinje: y =2 Amplitude: A=3
Periode:p=4 = k= Tﬂ =% Faseforskyvning: ¢ =1
B 2 5 Funksjonsuttrykket: f(x) =3sin (%(x —1)) +2
b) 5
: Likevektslinje: y =1 Amplitude: A=4
: Periode:p=8 = k= ?” =7 Faseforskyvning: ¢ =3
‘ ! \
NV \/ Funksjonsuttrykket: f (x) = 4sin (%(x - 3)) +1
c) .V Likevektslinje: vy =-1 Amplitude: A=4
: /\ /\ Periode:p=7 = k= 27” =2 Faseforskyvning: ¢ = %
N P 1
; l v Funksjonsuttrykket: f(x) = 4sin( x 5 ) 1
B eller f(x)=4sin(2x-7)-1

eller f(x)=-4sin2x-1 [sin(2x—7)=—sin2x]

Oppgave 3.22
a) f(x)=3sin2x+5 I’

Amplitude: A=3
Likevektslinje: y =

Periode: p=2L =7 .|

T T T T T T
T -Ti2 o ™2 ™ a2 2m

b)  f(x)=-2sin(Zx)+3

Amplitude: A=|-2|=2

Likevektslinje: y=3

| — T T T T T T
- 211 (@ 11 121314158 1817

Periode: p=2Z=4
=

he
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) f(x)=+3sin(%£(x-2))-1

Amplitude: A=4/3
Likevektslinje: y=-1

L'\J/KD_-N&J
| I R | | I— |
&Z

w

s

o

@

-l

Periode: p=2Z=6
r =2

Oppgave 3.23
a)  f(x)=3+6sin(7x) xe[0,4]

Amplitude: A=6 Likevektslinje: y=3 Periode: p :27”:

1IN

b)  f(X)pus =3+6-1=9 nér sin(zx)=1 <

S . _1 _1 _5
TX=%+N 2T & x_2+2n & X=5 voX=3

C) f(x)min =3+6'(_1)=i\3 né.r Sin(ﬂ'X)=—1 P
=37 1 q. -3 _3 7
AX=4N-27 & X=5+2N & X=5 V. X=3

d) 3+6sin(zx)=0 < sin(;zx):—% & ax=-Z+n-2z v 7Z'X=(72'+%)+|’]-27Z’ =S

ax=-%+n-27 v ax=IZ+n2r o x=-%+2n v x=f+2n

23

C oy — -1 ~19 -23
Nullpunkter: x=5 , X=% , X=7% 09 X=%

o~

e) v

@

IS

—
[ — Y

-

f) f(x) =-2 lgst grafisk: x~1,3 , x~1,7 , x=3,3 0g x=3,7

Last ved regning:

CAPPELEN DAMM



3+6sin(7x)=-2 < sin(zx)=-3 <
7X~-0,99+n-27r v aX=~x+0,99+n-27r <
X~-0,32+2n v x=132+2n <

Xx=132 v Xx=168 v Xx=3,32 v X=~3,68

Oppgave 3.24
) T(x)=12+6sin(£&(x-82)) xe[1,365]

2

B

=365

Amplitude: A=6 Likevektslinje: y=12 Periode: p =

N
N

W)
[Sa]

6

Tallene forteller at gjennomsnittlig antall timer med dagslys er 12.
Minimum er 6 timer og maksimum 18 timer dagslys i dagnet over en periode pa ett ar.

b)  T(1) =12+ 6sin (2% (1-82)) ~ 6,09timer ~ 6t +0,09-60min
~5

1.januar er det dagslys i 6 timer og 5 minutter.

T(182) =12+ 65in (2% (182 -82)) ~17,93timer ~17t+0,93-60min

~55
1.juli er det dagslys i 17 timer og 55 minutter.
C)  Antall timer dagslys den markeste dagen: 12+6-(-1)=6
Antall timer dagslys den lyseste dagen: 12+6-1=18
d) %

Markest nér S|n(365(x 82)):—1 & 2EZ(x-82)=3Z+n2r <
X—82~274+365n <« x=356+365n <> x=356 Mgrkeste dag er nr. 356 i aret (22.des).

2
365

Lysest nar S|n(365(x 82)):1 o 365(x 82)=%+n-27 <
X—-82~91+365n <« x=173+365n < x=173  Lyseste dager nr. 173 i aret (21.juni).

6],

18

14,

12

10

£ k_d
8

4

2 ‘/J/

NVa 7
0 / x
o 0 &0 @ 120 150 180 ) b0 e 530 Beo
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INUS

AT R T M

f)  Grafisk lgst: 9 timer dagslys pa dag nr. 52 (20.feb) og dag nr. 295 (21.0kt).

12+6sin(2Z(x—82))=9 << sin(Z&(x-82))=-% <

N

/4

%(x—82)=—%+n-27z Y% %(X_82)=7r+%+n.2ﬁ %;

3
Xx—82~-30+365n v Xx-82~213+365n <«
X=52+365n v x=295+365n < x=52 v x=295

9 timer dagslys pa dag nr.52 og dag nr. 295.
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3.3 Trigonometriske modeller

Oppgave 3.30

a)

b)

d)

X ] 2 4 6 = w1214 16 | 18] 20) 22 ] 24
Alocm) [ 270295182 72 | 48 | 121239290 | 198 | B5 | 58 | 127241
SinkEea
a =123.383473
|
5 ;1é5_ S3Ed h(X) =123, 3sin (0, 514x+0, 882) +165,9
MSe=25. S4082E
=g zinthx+ci+d
COFY [DRAL

50 |
40 |

20 |
10 |
o

3 la Is i@ i7 B @ i40 (11 112 13 i14 i16 (18 117 118 |18 l20 i21 I22 iz23 i24 i25

h(17) =123,3sin (0, 514.17 +0, 882) +165,9=14198 ~ 142
Siden malt vannstand var 142 cm over nullnivaet, stemmer modellen bra.

Normal vannstand i Trondheim er 165,9cm over nullnivaet.
Vannstanden varierer i intervallet [165,9-123,3 , 165,9+123,3]=[42,6 , 289,2]

med en periode pd ~2Z; ~12 timer

0,514
Oppgave 3.31
a)
X l 2 3| 4 3 [\ 7 8 o w11 12
T | 040511963125 1360| 1741539 (13.2|6d4(4,1|-27
SinEea
a =9.16183149
P sl -
S Coinegyabet T(x)=9,2sin(0,56x-2,4)+7,9
MSe=1.3421539
=g =intbx+ci+d
COFY [DRAW

CAPPELEN DAMM



b)

Modellen stemmer
relativt bra med de
malte dataene.

d) Middeltemperaturen pa Blindern er 7,9°C og variasjonen i lgpet av et ar er +9,2°C .

Oppgave 3.32

a
) X 0 3 6 Q 12 15 18 | 21 24
(%) 3 9 23 37 | 43 37T | 23 o 3
SinEea
=19,.9264363
b =@, 26186333
5 Ceatdi 2R g(x) =20sin(0,26x~1,6)+23
MSe=d4, TETLE -B3
=g =intbx+ci+d
COFY [DRAW
b)
+ -
C) 1

2 7 2 113 (14 |16 (18 {17 (18 (18 120 (2% |22 |23 ;=2

Modellen stemmer bra
med de malte dataene.

d)  Gjennomsnittlig solhgyde dette dagnet var 23° over horisonten.
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3.4 Cosinusfunksjonen

Oppgave 3.41

a)

b)

¥

Wk ok

[\
Ry

T 2 334/ 5 &6 7 \8
AL LRI

If-‘l/\ﬁ‘\ﬁ‘ll‘m@\lsx
ETARVER

= kW Bk Wn

P =

Oppgave 3.42

T

7 ¥ IvEk

-1
-2
-3
4
ST

Oppgave 3.43

a)

f(x)=2cos3x+1

Amplitude: A=2

Likevektslinje: y=1

Periode: p=2Z

CAPPELEN DAMM

Likevektslinje: y =2 Amplitude: A=3
Periode: p =4 = k=2Z =2 Faseforskyvning: ¢ = 2

Funksjonsuttrykket: f(x)= 3COS(%(X - 2)) +2

Likevektslinje: y =1 Amplitude: A=4
Periode:p=8 = k= %” =Z Faseforskyvning: c =5

|

Funksjonsuttrykket: f(x) = 4cos(Z(x-5))+1

Likevektslinje: y=-1 Amplitude: A=4
Periode: p=7 = k=2Z=2 Faseforskyvning: c = 3%

Funksjonsuttrykket: f(x)=4cos (Z(X - 37”)) -1

YARVER R



b)  f(x) :3—cos(%X+%)=3—COS(%(X+%))

Amplitude: A=|-1=1 /
Likevektslinje: y=3

Periode: p= 27” =6

T T T T T T T T T T T T
3 o 1 2 3 4 5 & 7 a a 10 11 12

©)  f(x) :5—3003(%(x—1))

Amplitude: A=|-3=3 -
Likevektslinje: y=5

2_”:1 2'
T =

6

Periode: p=

Oppgave 3.44
) f(x)=-1+2cos(Zx) xe[0,12]

z
6
LT =

N
3

—1+2cos(%x):0 < cos(%x)z% & Zx=Z+n.

>
Il
[EEY
© <
oflN
>
I
|
wlN
+
S
N

X=2+12n v x=-2+12n  Nullpunkter: x=2 og

b) f (X =—1+2-1=1  nér cos(%x)zl & EX=0+n27 < x=12n < x=0 v x=12

c) f (X =—1+2-(-1)==3 nér cos(%x):—l & ZIx=z+n-27 & x=6+12n < x=6

d) ' e) f(x)=-2lgstgrafisk: x=4 og x=8
. P Last ved regning:
1+2c0s(£x)=-2 = cos(£x)=-} o

T
a3

Ty_21 ) Ty__21 )

6X—3+n27r vooEX= 3+n272'<:>

X=4+12n v x=-4+12n <

Xx=4 v x=8
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Oppgave 3.45

3 h(x)=23-20cos(%x)

h(6) = 23— 20cos (-

6)=2 Solhgyden kI.6.00 var 23°.
-14

h(14) =23—-20cos ) ~40,3° Solhgyden kI.14.00 var 40,3°.

2

T
12

W/
12

1
h(22) = 23-20cos(75-22) ~5,7°  Solhgyden kI.22.00 var 5,7°.

D) N(X)pye =23-20-(-1)=43 ndr cos(&x)=-1 < FHx=mz+n-2r

< X=12+24n < x=12  Sola star maksimale 43° over horisonten kl.12.

©)  h(X)y, =23-20-1=3 ndr cos(%x)=1 & FHx=0+n-2z

& Xx=24n < x=24  Solastar minimale 3° over horisonten kl.24.

d e) h(x)=230 lgst grafisk: x~7,4 og x=~16,7
* Lgst ved regning:
23-20c0s(£5x)=30 < cos(Hx)=—75 <
15 ﬁ
15X~193+n-27 v {5x~-193+n-27 <
i X~7,37+24n v Xx=~-7,37+24n <
ID D‘I‘2‘3‘4‘5‘BI?‘8I9‘IUIHI12‘13‘14‘15I\16I1?‘18‘19‘20‘21‘22‘2324 X ~ 7’37 = 7t+0'37.60minz 7'22 V

X ~16,63 =16t +0,63-60min ~16.38

Sola sto 30° over horisonten kl.7.22 og kl.16.38.
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3.5 Tangensfunksjonen

Oppgave 3.50

a) f(x)=2tanx xe[-z, 7]

2tanx=0 < tanx=0 < x=0+n-x
= Nullpunkter: x=—7z , x=0 og x=7x

Ve = =
Tan ikke definert der x = %+ n-z
= Bruddpunkter: x=-% og x=%
b) f(x)=tan2x xe[-z,7]
tan2x=0 < 2x=0+n-7r < x=n-%
= Nullpunkter: x=x7 , x=%t% og x=0
i = =

Tan ikke definert der 2x = %+ nr <

x=%+n-Z =

Bruddpunkter: x=J_r3T” 0g x=tZ

c) f(x)=tand xe[-z,7]

tan§:0 = §=0+n~7z<:> X=2n-7

= Nullpunkt: x=0

Tan ikke definert der % =Z+n-z &
X=rx+2n-7 =
Bruddpunkter: x=+7x
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Oppgave 3.51
a) f(x):4—4tan(%x) x e[-1,3]

4-4tan(5x)=0 < tan(
= Nullpunkter: x=3 og

1
2
b)  Asymptoter der ZX=%Z+n-zr &

x=1+2n =
Asymptoter: x=-1, x=109 x=3

c) d) f(x) =8 lost grafisk: x=—3 og x=3
: Lost ved regning:
$ : 4—4tan(%x):8 = tan(%x):—l =
1 05 DD o I1 15 2 ) 3 %
- Ix==Z+n-r & X=-5+2n
-10 _ 1 _3
. X__7 \4 X_f
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3.6 Derivasjon av de trigonometriske funksjonene

Oppgave 3.60
a) f(x)=2sinx+1 = f'(x)=2cosx

b) f(t)=2t+3sint = f'(t)=2+3cost

C) f(x)=xsinx = f'(x)=1-sin X+ X-C0SX =Sin X+ XCOS X

d)

2 , 0-sint—2-cost 2cost
f)=— = f't)= — =——
sint sin“t sin“t

Oppgave 3.61
a)  g(t)=1-2cost = g'(t)=-2-(-sint)=2sint

b)  g(t)=2sint+3cost = g'(t)=2-cost+3-(—sint)=2cost—3sint

) g(t)=5tant-5t = g'(t)=5-(1+tan’t)-5=5+5tan’t-5=5tan’t
d)

—sint-sint—cost-cost —sin*t—cos’t

cost ,
g)=—— = g'it)=
sint

sin’t sin’t
~1-(sin*t+cos’t) 1
- sin’t ~ sin’t
Oppgave 3.62
a) . u(x)=2x
f (x) =sin 2x = f'(X)=c0s2x-2=2c0s2xX
b) . 2 ue)=x* 2 2
f(x) =sinx = f'(X)=cosx”-2x=2xcosX
u(x)=sinx
2 f (x) =sin® x =(sin x)2 = f'(X)=2sinx-cos x = 2sin Xcos X
Oppgave 3.63
a) u(x)=mx . .
f (x) = 2cos zx = f(x)=2-(-sinzx)- 7 =-2zsin zx
b) ) u(x)=%x
f(x)=9sinZx = F'(x)=9-cosZx-Z =3rcosZx
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P =

Cc u(x)=gx
) f(x) = xcos & x = f'(x):1-cos%x+x-(—sin%x)-%:cos%x—%xsin%x
d) 5 u(x)=rx+5 , .

f (x) = x? cos(7x+5) = f'(x)=2x-cos(rx+5)+x*-(sin(zx+5))- 7

=2xcos(zx+5)—zx*sin(zx+5)

Oppgave 3.64
) N(x)=200-3x-40cos(Zx)  x<[0,24]

N(0) = 200-3-0—40cos(%-0)=200-40=160 Medlemstallet 1.januar 2008 vil veere 160.

N ol

N(6) = 200—3-6—40cos(—-6) = 200—18—40-(—1) =222 Medlemstallet 1.juli 2008 vil veere 222.

(o]

N (12) =200-3-12—-40cos (% ~12) =200-36—-40-1=124 Medlemstallet 1.januar 2009 vil vaere 124.

b)  N'(x)= ~3-40-(~sin(%x))-% = -3+ 2sin(£x)
Topp- og bunnpunkter der N'(x)=0 =

/4

—B—NT”sin(%x):O @Sin(%x):%e Zx~014+n-27 v Zx~7-0,14+n-27 &

X~0,27+12n v Xx=573+12n < x=0,27 v Xx=573 v x=12,27 v x=17,73

— ——
0,27-30~8 0,73-30~22 8/1-09 22/5-09
8/1-08 22/5-08

N(0,27) = 200-3-0,27 - 40cos(%-0,27) ~ 160
N(5,73) = 200—3-5,73—40cos( % -5,73) ~ 222

Laveste medlemstall vinteren 2008 blir 160 den 8.januar.

Hoyeste medlemstall i 2008 blir 222 den 22.mai.

CAPPELEN DAMM



% 1o |o |7 |8 18 110 11 |12 13 {14 |16 |16 |17 (18 |18 |20 {21 |22 |23 |24

d)  Grafisk lgst: N(x) . ~N(12,3)~124  N(x)_, ~N(17,7)~186

min

Fra fortegnsdiagrammet:
N (x)min ~N(12,27)=200-3-12,27 —40cos(%-12, 27) ~124

N (X),, = N(17,73) = 200-3-17, 73 40cos(Z17,73) ~186

Laveste medlemstall vinteren 2009 blir 124 den 8.januar.

Hayeste medlemstall i 2009 blir 186 den 22.mai.

€ N'(x)=-3+2sin(£x)

Starst nedgang i medlemstallet gitt ved N '(X),;, = -3+ 232 (-1) ~ —24

Dette skjer nér sin(Zx)=-1 < Zx=3F+n-2z < x=9+12n < x=9 v x=21

Medlemstallet minker maksimalt med 24 medlemmer i september 2008 og september 20009.

Oppgave 3.65

a) f(x)=xcosx xe[0,27)

Nullpunkter: f(x)=0 = xcosx=0 < x=0 v cosx=0 < x=0 v x=1Z+n-27

_ _ 3
& Xx=0 v X=% Vv X=3

b) f(x)=xcosx = f'(x)=1-cosX+X:(—sinx)=Ccosx—xsinx

C) Yi=¥co=s ¥ Yi=Hco= ¥

e / / Toppunkt (0,86 , 0,56)
\\‘-1}-*"/ Bunnpunkter (3,43, —3,29)og (0,0)

MAK MIM
=0.BE03335719 V¥=0.5E61096338:2 =3.U2SE1HYO0  ¥=-3.2HH3TI1396
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3.7 Sum og differanse av vinkler

Oppgave 3.70

a)
i _ 1
sin(-v)=-sinv=—=
(-v) 3
b)
sin(7z—v):sinv:l
3
c)
(7[ j ) 1
cos| ——v |=sinv==
2 E
d)
=1 (LY = h_1- 8 V8 8
CoSV = 1—(§) =J1-$= 5__9_i
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cos(—v)=cosv :?
f)
cos(z—Vv) =—Cosv=—§
9)
Sin(z—Vj = cosV _B
’ El
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Oppgave 3.71

sin15°=sin(45°—30°):sin45°-cos30°—cos45°-sin30°:g-g—%%
3BT B2
4 4
c0315°:cos(45°—300):cos45°-c0530°+sin45°-sin30°=%-§+€%
_V2B+v2 B2
4 4
sin15° ET 7 R(\3-1) 1
tan15° o_\/é —
cos15 Z &(@H) +1
Oppgave 3.72
sin105°=sin(45°+60°):sin45°-cosGO°—cos45°-sin60°=%-%+%-§
V2446 VB2
4 4
c03105°:cos(45°+60°):cos45°-c0360°—sin45°-sin60°:%%—%-g
-\ _ B2
4 4
antose 5105 057 ez NRA(VE1) B
c0s105° _ 62 f 2 }Q(\@ 1) J3-1

Oppgave 3.73

sin 2v=sin(v+v):sinv~cosv+cosv-sinv:25invcosv

CoS2v = cos(v+v) =COSV-COSV—Sinv-sinv = cos?v—sin®v
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Oppgave 3.74

\/Ecos(3x+%):ﬁ[cos3x-cos%—sin3x-sin%]:ﬁ[cos&x-g—sinSx-g}

= \/E-g[cos3x—sin 3x] = cos 3x —sin 3x

Oppgave 3.75

a)

b)

oy : Z) =2 [einx.cosZ sinZ 142 sin x. cos Z Sin X
23|n(x 4)+23|n(x+4)_2 [smx C0SZ —COS X -SiN 4]+2 [smx C0SZ +COS X sm4]

:2-%-sinx—2-%-cosx+2-%-sinx+2-§.cosx
:\/Esin x—ﬁcosx+ﬁsinx+ﬁcosx:Z\Esinx
2c05(x—%)—2005(x+%):2~[cosx-cos%+sinx-sin%]—zo[cos-cos%—sinx-sinﬂ
=2-§~cosx+2.g.sinx—2-§-cosx+2-g-sinx

:\/Ecosx+\/§sin x—\/zcosx+\/§sinx:2\/§sinx

Oppgave 3.76

sinu- cosy. s Cosy_-sinv

sin(U+V) sinu-cosv+Cosu-sinv _ cosu- cosy  COsy -cosV _ tanu+tanv

tan(u+v)= o5
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3.8 Funksjonen f(x)=a-sinkx+b-coskx

Oppgave 3.80

a) 2sin(x+%):2-(sinx-cos%+cosx-sin%):2sinx-%+2cosx-§:sinx+ 3 cos X

b) 4sin(2x—%):4-(sinZX-cos%—cos2X~sin%):4sin2x-g—4cos2x-g

= 2x/§sin 2X—2\/§cos2x

Oppgave 3.81
a) sinX+cosX = A:\/12+12:\/§ =

\/E(sinx’%+cosx-%)=x/E(sinX-COS(p+cosx-sinqo)=\/§sin(x+(p)

1 oe[0.5]

Cosp=—75 A sin¢=% = tangp=-==1 < ¢==%

Si-[sk-

sin X+ cos X = 2sin(x+%)
b) 2
sinX—+/3cosX = A= 12+(—\/§) =\/Z=2 =

2(sinx-%—cosx-§):2(sinx-cos¢)—cosx-sin¢)=2sin(x—(o)

9[04 3
cosgoz% A sin(ng = tangoz%zx/g & =%
2

sinx+cosx=2sin(x—%

S

€)  Iuttrykket —/3sin2X + cos2X er

A=(—3) +1> =/4=2

Vi setter —A utenfor en parentes. Det gir

B

—/3sin2X + cos 2X = —2(75in 2X —%cos2x) = —2(sin 2X -g—cos2x-%)

Na velger vi ¢ € [0,%} slik at cosp = ? Da blir automatisk sin@ = % Det gir ¢ = g
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—/3sin2X+cos2X = —2-(sin2x~£—cos2x~l)

=—2-(sin2X-cos@ —cos2X-sin @) = —2sin(2X — )
=-2 sin(2x —Ej
6

Ovenfor brukte vi formelen for sin(u — V).

d) 3sinzX—4cosTX = A=1/32+(—4)2=\/E=5 =

S(Sinﬂ'X-%—COSﬂ'X-%)=5(Sin7Z'X-COS§0—COS7Z'X-Sin¢))=SSin(ﬂ'X—q))

[98]

cosp=3 A sin(o:% < tan(/):%:% < =093
5

3sinzXx—4cos X =5sin(7x—0,93)

Oppgave 3.82

a 2
) 2sinmx-2cosax = A= (23] +(2) =Vi2ed=\iG=4 =
4(sinzx-23 _cos zx-2 —4(sin7rx-cos — -si = 4si _
) 1= @ —coszX-sin@) = 4sin(zx—p)
1 < 0.5]
COS(p:%:g A singp:%:% P tan(p:%:% PN ¢=%
2
f(X):2\/§sin7rx—2cos7zx:4sin(7rx—%)
b
) Amplitude: A=4 Periode:z—ﬁ:g
o= T =
c)

—4.1=4 nir si _ _ ~ L_1
f(X)pae =4-1=4 nér sm(;rx—%)—l & AX=F=T4N2T & X-¢=7+20 &

2
1.1 _2 _2 2
X—7+g+2n—§+2n = X—§ Toppunkt (§,4)

f(X), =4-(—-1)=—4 nér SiIl(ﬂ'X—%)Z—l & mx—-Z=3%in2z o x-i=3+m o

o
\S][08}

3,1 -5 -3 5 _
X=5+¢c+2n=3+2n < X=3 Bunnpunkt(3, 4)
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f(x)=2 grafisklost: x=5 v X

SINUS

Ml TR TN

1

Lost ved regning:

4sin(

TX—

X =

a\lN

-
TX 6

6

=1
=512

):2 = sin(ﬂx—%):% I

=Z+Nn-2x v aX-%= n—%)+n-27r =

axX—F=%+n2zr v ﬁX—%=%+n-27Z’ =

_1_3
n v X 6_6+2n =
1

+2n v Xx=14+2n < X=3 Vv Xx=1




3.9 Likningen a-sinkx+b-coskx=c

Oppgave 3.90

a) 4sinXx+4cosx=0 Xe

—

7T, 7r]
cosx20  4gin X 4cos X 0
= + =

COS X COosS X Ccos X

RY/4

—_ T — 2/
& X= 5 Vv X—4

b) 2sin(27X) 23 cos(27x)=0 xe[0,1]
°°S(Z>X)¢° 25il’1(27Z'X) _ 243 COS(27Z'X) B 0

cos(27zx) cos(27x) B cos(27x)

27

& 4tanx+4=0 < tanx=-1 & x=—-Z4n.x

& 2tan(27x)-23=0 <

tan(27zx):\5 & 2tx=%+n7 & x=%+%n =N x:% v x:%
c) 2sin(%x)+3c0s(%x):0 Xe[—2,2]
cos(lx);to 2sin(Z 3 V4
& Sln(2x)+ cos(5x) _ e 2tan(£x)+3=0 <

cos(%x) cos(%x) _cos(

N

x)

N

tan(% X) =—

oW

Oppgave 3.91

a) sinX+cosX = A=\/12+12=\/§ =

= %x~—0,98+n~7r & Xxx2-0,63+42n & x~-0,63 v

>
Q
J—‘
w2
=

\/E(sinX-L+cosX-L):\/E(sinx-cosgo+cosx-sin(p):\/Esin(x+(o)

2 2
(/)E‘:O,%} 1
COS@Z% A sin(p:% = tangpz@
%
Sin X +cos X = 2sin(x+%)
sinX+cosX=1 XE[O,Z]Z']
=N 2sin(X+%):1 =N sin(x+%):% =

& X=n2xm v x:%+n.27r & Xx=0 v
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b) Ilikningen
x/gsinZX—cos2X=\/§, X € [0, 7]
er
N e
Vi dividerer med A = 2 pé begge sidene av likhetstegnet.

x/gsinZX—cos2X=\/§

ﬁsinZX—lcos2X :—2

2 2 2

sin2x-—3—cos2x~l:_2
2 2 2

Né velger vi ¢ € [0,%} slik at cos ¢ :g' Da blir automatisk sin ¢ :%. Det gir ¢ :g.
Likningen blir
. 2
s1n2x-cos¢—cosZX-s1n(0=7
sin(2x—(p):£
2
2X—p="" eller 2x- _3z
4 4 4 4
T T T 3n 3n =
2X=—+@p=—+— celler 2X=—+@p=—+—
4 4 6 4 4 6
2X=5—n eller 2X=11—7t
12
lin

X= 5—n eller x=
24
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c) Ilikningen
—3singx+4cosgx=1, X e [-2,2]

€r

A=.(=3) +4> =25=5

Vi dividerer med A = -5 pé begge sidene av likhetstegnet.

3. n 4 o
—SIN—X——Co0S—X=——
5 2 5
.m_ 3 n 4 1
SIN—X+-——COS— X+ —=——
2 5 2 5 5

Na velger vi ¢ € [O,g} slik at cosp = % . Da blir automatisk sin ¢ = % Det gir ¢ =0,927 .

Likningen blir
Sin = X - 08 ¢ — COS— X - sin __1
2 ¢ 2 P 5

. T 1
SIN(—X—@) =——
(2 ®) s

Ovenfor brukte vi formelen for sin(u — V). Ved hjelp av lommeregneren og enhetssirkelen finner
vi at

gx—(p=—0,201 eller gx—¢=—2,940

gx=(p—0,201 eller gx = p—2,940

gx = 0,927 - 0,201 eller gx ~ 0,927 — 2,940

T x=0,726 cller Zx=-2,013
2 2

X:0,726-g eller x :—2,013-z

T T
x=0,46 eller x=-1,28
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d) 2sinZ x—3cosZ x =A=(2) +(=3)* =413 =

\/B(sin%x%—cos%x-%) = @(sin%x-cosgp—cos%x-singp) =13sin(x - @)
(pe[o,g}

2 3 =3 o 9~0,98

cosp==75 A singpzﬁ & tang =

—_ —_
G e

2sin%x—3cos%x ~ /13 sin(%x—0,98)

2sin%x—3cos%x =4, Xe [0,12]

. _ . _ 4 -
& 13sin(Z2x-0,98)=4 < sin(Zx-0,98)=-% ~1,1094
sinVv <1 for alle verdier av v.

Likningen har ingen losning.
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4.1 Romkoordinater

Oppgave 4.10
a)

in
wm
ol

PN R oo
<

I 72" 37 47«

b)  Grunnflata ABC ligger i xy-planet, derfor kan man se bort fra z-koordinatene.
AB=[3-0,0-0]=[30] = [AB|=V3’+0° =3
AC=[0-02-0]=[0,2] = [AC|=+0?+2* =2
ABLAC fordi [3,0]-[0,2]=0+0=0

AB|-|AC| 1.
o 32

e

C)  Toppunktet T i pyramiden ligger 4 enheter over grunnflata = Hgyden i pyramiden er 4.

d y ~_Gh_34_

ramide
py! 3 3

[E=N

Oppgave 4.11

Avstanden til xy-planeter2 = z=2
Avstanden til xz-planeter3 = y=3 < A(4,3,2)
Avstanden til yz-planeter4 = x=4
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Oppgave 4.12

a)

/-
[

s
9
7
7 A

E N w &g o

T et

b)  Grunnflata ABCD ligger i xy-planet, derfor kan man se bort fra z-koordinatene.
AB=[4-11-(-1)]=[32] = [AB|-V&"+2* =13
AD=[1-11-(-1)]=[0,2] = |AD|=0*+2" =2

__AB-AD [32][02] o0+4 4 2

[AB|[aD]  Vi3-2 " 32 J13-2 3

= z(ﬁ,ﬁ)zsﬁ,sr

cosL(Ké,Kﬁ)

Ayunnfiate = ‘EHE‘SI; A(A_B,ﬁ) .2 =+/13-2-5in56,31° =6

pyramide

oy

Oppgave 4.13

a) Punktene A1, 2,1), B(3, 2, 3) og C(-1, 2, 3) har alle andrekoordinat lik 2.
Dette betyr at disse punktene ligger i et plan parallelt med xz-planet.
Da kan vi se bort fra andre.koordinatene og si at:

AB=[3-13-1]=[2,2] BC=[-1-33-3]=[-4,0] AC=[-1-13-1]=[-2, 2]

AABC rettvinklet < AB-AC=0 v AB-BC=0 v AC-BC=0

AB-AC=[2,2]-[-2,2]=-4+4=0 = ZA=90° AABC er rettvinklet.
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b) ‘Kg‘ :W :\/g ‘Ké‘ = m :\/g = Abrunnﬂate =

Toppunktet D har 2.koordinat lik 5, og ligger dermed 3 enheter fra planet grunnflata ligger i.

=h =3

pyramide

VA

pyramide

[[E=N
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4.2 Vektorer i rommet

Oppgave 4.20
a) 2(ﬁ+2\7)+4<%ﬁ—0)=26+4\7+26—4\7:4=ﬁ
b) %(26—40)—%(36—5\7):%G—ig—§ﬁ+%v:—%ﬁ+%v

c) %(46 —\7)—%(86 —2v) =6u-3v-6u+3v=0

Oppgave 4.21

|
I

—_

<!

a) u=6a+8b v=9a+l2b u|v <

6a+8b=t- 9a+125) & 6=0t A 8=12t o t=8=

wro
>
~—+
Il
[=Y
r\)|°°
Il
wlro

b) u=8a-6b v=-12a+90

8a—6b=t-(-12a+%) < 8=-12t A -6=9t < t=F,=-2 A t=F=-2

u=-2.v = ujv

) u=-36a+42b v=>55a—650

~36a+42b=t-(55a-65b) < —-36=55t A 42=-65t < t=L=-

w
[$21{ep}

~ 0
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Oppgave 4.22

Hr G

E F M er midtpunktet pd CE < CM =3CE

M AM = AB+BC+CM = AB+BC +1CE
D c :E+ﬁ+%(@+§4+ﬁ)

A = AB +BC +}(-BC - AB +(AG +GH + HE )
:K§+§C+%(—§6—K§+(E—K§—§5))
:K§+§6+%(—2§5—2K§+KG)
= AB+BC-BC-AB+3AG

AM =1AG < M ermidtpunktet pa AG.

BM =BC+CM =BC +1CE DM =DC +CM =DC +3CE
:?C+%(ﬁ+ﬁ+ﬁ) :ﬁ+%(@+ﬁ+ﬁ)
:?C+%(—?C+W—%) =ﬁ+%(—ﬁ+ﬁf—ﬁ)
=E+%(—2ﬁ+ﬁ) :ﬁ+%(—2ﬁf+ﬁ)
=BC-BC+3BH =1BH - DC-DC+4DF =1DF

BM =3BH < M ermidipunktet pdBH. DM =3DF < M er midtpunkiet pé DF.
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Oppgave 4.23

P

3 a 1Rk
GP=-3a+1b+3
E F
C
il c
b
A = B
a

CAPPELEN DAMM
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BH=-a+b+c

BP =BC +CG +GP

=b+ c—7a+

N

b+

=b+

|\.>||—\
(@ Nt

c+

A

_35.1p
2a+50+

——3a4+3p+3¢
=—3a+3b+3¢

|\>||—\

ol

B,H og P pdlinjp < BH|BP < BH =t-BP

ca+bhte=t.[—35.3h+3¢
a+b+c_t( 2a+2b+2c) =

BH -

gt:—l A %tzl A

2.BP = B,H ogP ligger pa linje.

3+ _ _2
§t—1 <:>t—§/\




T
=
=
;l.,_,.-"'-.

4.3 Vektorkoordinater

Oppgave 4.30
8 u=[1-23] v=[311]

u+v=[1-2,3]+[311]=[1+3,-2+13+1]=[4,-1,4]

b) u-v=[1,-2,3]-[311]=[1-3,-2-1,3-1]=[-2,-3,2]

) 2u+3v=2-[1,-2,3]+3-[311]=[2,-4,6]+[9,3,3] =[2+9,~4+3,6+3] =[11,-1,9]

d)  3u-4v=3[1-2,3]-4[311]=[3,-6,9]-[12,4,4] =[3-12,~6 - 4,9-4] =[-9,-10,5]

Oppgave 4.31
a) [-12,18,6]=1t:[18,-27,-9] < 18t=-12 A -27t=18 A -9t=6 <

(=Y
5

|

|
winy ]

>
S
N
\l

|

|
w|

>

—_

|
3
(o]

Il

[
w|

b) [6,9,-15]=t-[8,12,-21] < 8t=6 A 12t=9 A -2lt=-15 <
t

Ingen slik t-verdi finnes og derfor er ikke vektorene parallelle. [6,9,—15]}{[8,12,—21]
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Oppgave 4.32

8 a=[101] b=[-213] c=[-50-5]
u=[12-1]+t-[31,2]=[1+3t,2+t,~1+2t]

[1+3t,2+t,-1+2t]=[10,1] < 1+3t=1 A 2+t=0 A -1+2t=1 <&

t=0 A t=-2 A t=1 = u=za

[1+3t,2+t,-1+2t]=[-213] & 1+3t=-2 A 2+t=1 A -1+2t=3 &

t=—1 A t=-1 A t=2 = u=#b

[1+3t,2+t,-1+2t]=[-5,0,-5] < 143t=-5 A 24t=0 A -1+2t=-5 &

t=—2 A t=-2 A t=-2 = U=Cnart=-2

b) [1+43t,2+t,-1+2t]=5-[L0,1]] & 1+3t=s A 2+t=0 A -1+2t=5s <

t=-2 A 14+3t=-1+2t & t=-2 A t=-2 = ula nart=-2

Oppgave 4.33
a) Gitt punktene 0O(0,0,0), A(2,1,0),B(3,3,1)

OA=[2,1,0] OB=[331] AB=[3-23-11-0]=[121]

b)  Firkant OABC et parallellogram < OC=AB = OC=[121] < C(121)

Oppgave 4.34
Gitt punktene A(-1,2,3) og B(3,-4,1) = AB=[3-(-1),-4-2,1-3]=[4,-6,-2]
M er midtpunktet pA AB < AM =1AB

OM =O0A+ AM =[-1,2,3]+[2,-3,-1] =[-1+2,2+(-3),3+(-1) |=[L-12] = M(1-12)
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Oppgave 4.35
Gitt punktene A(2,2,1) , B(3,4,2) og C(,-4,0) = ﬁ=[3—2,4—2,2—1]=[1,2,1]

D ligger pa i xz-planet = D(x,0,z) ~ CD=[x-1,0—(-4),2-0]=[x-14,z]

CD||AB < CD=t-AB = [x-14,z]=t:[L21] & x-1=t A 2t=4 A z=t &
t=2 A 2=2 A xX=2+1=3 = D(3,0,2)

Oppgave 4.36
a) Gitt punktene A(1,2,1) , B(3,1,2) , C(4,2,0)
= AC=[4-12-2,0-1]=[3,0,-1]  BC=[4-32-10-2]=[11-2]

BD =2AC +BC =2-[3,0,-1]+[1,1,-2] =[6,0,-2]+[L1,-2] = [ 6+1,0+1,-2+(-2) | =[7,1,-4]
OD =0B+BD =[3,1,2]+[7,1,-4]=[3+7,1+12+(-4) | =[10,2,-2]
= D(10,2,-2)

b) AD=[10-12-2,-2-1]=[9,0,-3]
A,C og D pilinje & AC|AD < AC=t-AD

[3.0-1]=t-[9,0,-3] < 9t=3 A -3t=-1 <

_3_1 _1_1
t=9=3 A t=33=3

[3,0,-1]=%-[9,0,-3] = A,C og D ligger pa linje
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Oppgave 4.37
Gitt punktene A(2,2,-1) , B(1,0,2) ,C(3,-1,0) og D plassert slik at BD = AB+5s-BC
AB=[1-2,0-2,2—-(-1)]=[-1-2,3]
BC =[3-1,-1-0,0-2]=[2,-1,-2]
AC=[3-2,-1-2,0-(-1)]=[1,-31]
BD =[-1,-2,3]+s-[2,-1,-2] =[~-1+25,~2~5,3-25]
AD = AB+BD =[-1,-2,3]+[-1+25,-2—5,3-25] =[ -1+ (-1+2s),-2+(-2-5),3+(3-25) ] =
A CogD pdlinje < AC=t-AD
[L-31]=t:[25-2,—5-4,6-25] < t:(25-2)=1 A t(-s-4)=-3 A t:(6-25)=1 <
p—

t(2s-2)=t-(6-2s) < 25s-2=6-25 < 4s=8 s=2

Nar s = 2 ligger punktene A,C og D pa linje.
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4.4 Lengden av en vektor

Oppgave 4.40

) a=[231] ==V +z+7 =14
b G-[3-12) :‘a‘:Jm::

Oppgave 4.41
) A®L2-2) og B(013) = AB=[0-11-2,3-(-2)]=[-1-15]

AB =[AB| = (1) +(-1)° +5* =127 =1/9-3=313
b)  A3,0,3) og B(-111) = AB=[-1-31-0,1-3]=[-4,1-2]
AB =|AB| = \[(-4)" +1° +(-2)" =21

Oppgave 4.42
a)

A
6t
51
41
31

|
1T )= 5
I/// i 2I I T

b) AB=[30,0] AD=[14,0] AE=[LL4]

OH = AD +BH = AD + AE =[1,4,0]+[1,1,4]=[4,1,4] H (2,54

N—"
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) AB=|AB|=3+07+0? =3
AD =[AD| = V1" + 47 +0° =417
AE =[AE| = V1" +1° +4? =18 =312

d) Hayden i parallellpipedet er lik z-koordinaten til E, siden grunnflata ABCD ligger i xy-planet.

Grunnflata er et parallellogram med grunnlinje lik farstekoordinaten til B (3) og hayde lik
andrekoordinaten til D (4).

V=G-h=3-4-4=48

Oppgave 4.43
a)  Gitt punktene A(LL0) , B(4,2,1), D(2,4,2) , E(1,2,2)
AB=[311] AD=[132] AE=[0,12]

OC =OA+ AB+BC =0OA+AB+AD =[1,1,0]+[3,1,1] +[1,3,2] =[4,4,3] C(5,5,3)

OF =OA+ AB+BF =OA+ AB+ AE =[1,1,0]+[3,1,1]+[0,1,2]=[4,3,3] F(4,3,3)

—_— — ——— ——— = —— ———

OG =OA+ AB+BC +CG =0OA+ AB+ AD + AE
=[11,0]+[311]+[13,2]+[0,1,2]=[5,6,5] G(5,6,5)

OH =0OA+AD+BH =0A+AD + AE =[1,1,0]+[1,3,2] +[0,1,2] =[2,5,4] H(2,5,4)

O) A =|AB|=3 41 +1 =1
AD = ‘AD‘—\/12+32+22 14
AE = ‘AE‘_\/02+12+22

I |
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4.5 Skalarproduktet

Oppgave 4.50
a) [1,2,—1]-[2,3,3] :1-2+2-3+(—1)-3= 2+6-3=5

b) [21,-1][-321]=2-(-3)+1-2+(-1)-1=-6+2-1=-5

c) [2,3,—4]-[2,—4,—2]=2-2+3-(—4)+(—4)-(—2)=4—12+8=Q

Oppgave 4.51
a) [1-12]L[x13] & [L-12]:[x13]=0 < 1-x+(-1)-1+2:3=0 <
Xx-1+6=0 < x=-5

b) [3-x2+x1-2x]L[123] < [3-x2+x1-2x]-[1,23]=0 <
(3—x)-1+(2+x)-2+(1-2x)-3=0 < 3-x+4+2x+3-6x=0 <
—-5x=-10 & x=2

Oppgave 4.52
a)  Punktet D ligger pa ei rett linje gjennom C som er parallell med linja gjennom A og B
< CD | AB < CD=t-AB

E:A—C+C—D & E:A—CH-E

b)  AB=[3-21-01-2]=[11 1]
AC=[1-2,2-0,4-2]=[-12,2]
AD =[-1,2,2]+t-[L1,-1]=[-1+t,2+t,2~1]

ADLAB < AD-AB=0

[-1+t,2+t,2-1]-[1,1,-1]=0 <
(-1+1)-1+(2+1)-1+(2-1)-(-1)=0 < -1+t+2+t-2+t=0 <
3t-1=0 < t= %

) OD=0A+AD=[2,0,2]+[-1+%,2+%,2-1]=[2-4,0+%,2+3]=[
7
3
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Oppgave 4.53

A e [2,3,1]-[3,—1,—2] 2:3+3-(- 1)+1( 2) _6-3-2 1
239 [3-12] VZ g r. fFe(aye(2 V414 14
= U~859°
) cosu = [2.-21][-3412] 2:(-8)+(-2)-4+112 _—6-8+12 -2
[2-22)[-3.422] o+ (<2) +1% (-3 + 42 +122  VO-V169 39
= u~92,9°
D) osy - 1372 [22,4] 1.2+43-2+(-2)-4 _ 2+6-8 0
[L3-2224] [feigs( 2y VZrzra BAN2A ia24
= u=90°

Oppgave 4.54
a) Hjegrnene i trekant ABC: A(L,0,1) , B(2,5,3) og C(3,4,4)

AB=[2-15-03-1]=[15,2] = |[AB[=1’'+5"+2" =30
AC=[3-1,4-0,4-1]=[2,4,3] = ‘AC‘—x/22+42+32 J29

BC=[3-24-54-3]=[1-11] = [BC|=\1'+(-1)"+1" =3

b) AB-AC [L52]2,43] 28

COSLA= o = = = /A~18,3°
RB[[ac| VB0.V29  \B0V29 ZA~183°
cos /B = oA BC [-1-5,-2]-[1,-11] 2

= ZB=77,8°

BAq 5 VB

£C =180°-18,3°-77,8°=83,9°
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©)  N(x,v,2) = m:[x—l,y,z—l] §ﬁ=[x—2,y—5,z—3]

N ligger pé linja gjennomB ogC < BN|BC < BN =t-BC
= [x-2,y-52z-3]=t:[L-11] & x-2=t A y-5=-t A z-3=t
& X-2=72-3 A 5-y=71-3 & x=12-1 A y=8-2

AN L BC < AN-BC=0

= [x-1y,z2-1]-[1-11]=0 < (x-1)1+y-(-1)+(z-1)1=0 <
x-1-y+2-1=0 & x-y+z=2 < (z-1)-(8-2)+z=2 <
z-1-8+z+2=2 & 3z=11 &

11
2=73

_ _11_4_8 8 13 11
X=7z-1 = X=3 1_3 N(3,3,3)
_q_ _q_11_13
y=8-z = y=8-%=3

d) Med BC som grunnlinje blir AN hgyde i trekant ABC.

A-[11804--[34.] =

13 8 25+169+64 258 _ 258
h=|AN]|= \/§ ) +(B) +(8) = [2oageee - (258 _ 28

\Bc\h V3ZR 3.586 34386 86

A
AABC 2 2.3 6 2

e)  Auvstanden fra C til linja AB svarer til hgyden pa grunnlinja AB

AB‘h_@ - h_@_ﬁ.m_m.@_ﬁ
2 2 VB30 Y415 V1515 15
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4.6 Regneregler for skalarproduktet

Oppgave 4.60

a)  Gitt ‘5‘:3,‘6‘:4, ‘E‘:6,4(5,5)=90°,1(5,E)=45°, £(b,c)=60°, u=a+bogv=2b+C

a-b=3-4-c0s90°=0
a-c=3-6-c0s45° =182 = =92
b-c=4-6-c0s60°=12
a =3-3.c0s0°=3 =9
-2
b" =47 =16
62=62=£
by -- (z.& e A
u v:(a b) (2b+c) 2ab+ac+2b +bc:2-0+9x/§+2-16+12:44+9x/§

c) 62=(5+6)Z=§2+256+62:9+2-0+16:25
¢

2

:(2B+ ) — 4 +4bc+ ¢ :4-16+4-4-6%+36:64+48+36:148

-2
Vv

i =i =25 =5

=V - is8

cosA(GV)z U-v _44+0V2 = A(D G)z212°
VTR s )2

Oppgave 4.61
Q) Gitt ‘a‘zz,‘6‘=3, ‘E‘=5,4(5,5)=60°,4(§,E)=90°, 4(6,6):900,
c

u=a+b+c 0g v=2a+b-

a-b=2-3-c0s60°=3
a-c=2-5-c0s90°=0
b-c=3-5-c0s90°=0
52:22:&
62:3222

-2

c =5°=25
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SINUS

) .= (a+b45) (28+5-5)=2" + b ac+ 236+’ B+ 25+ Bo ¢
—2a +3ab+ac+b —¢ =2-4+3.3+0+9-25=1
c) 62:(§+6+E)-(5+B+E):52+55+5E+5B+52+BE+56+BE+62
—a +2ab+2aC+20C+b +C =4+2-3+2-0+2-0+9+25=44
V= (2845 -5)-(28+b ) = 43" + 22b 280 + 23 + B -6~ 236 b+
—2 e 2 =2
— 43 +43D—430—20C+D +0 =4.-4+44.3-4.0-2-0+ 9+ 25= 62

= -2

=V - &2
0054(6,9):‘5‘:‘\%‘:\/&%@ =X A(G,V)z88,9°

Oppgave 4.62

(8+B)" =(a+b)(3+b)—a-a+ab+b-a+bb-a-a+abrabbb-a +2abeb
(3-B)' =(a-b)-(a-b)-a-a-a-b-b-a+b-b-a-a-a-b-ab+bb-a —2a-b+b
(8+)-(a-b)-a-a-a-b+b-a-b-b-a-a-ab+ab-bb-a -b
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2INUS
Oppgave 4.63

® Innfgrer a=AB , b= AD og ¢ = AE
‘5‘:3,‘6‘:4, ‘6‘:5,4(5,6):900 , 4(5,6)=60°, 4(5,6):60°

a-b=3.4.c0s90°=0  a-c=3-5-cos60°=1

b-C=4.5.c0560°=10 a =9 b =16 ¢ =25
- . - 2 N2 =2 o~ - o2
AC=a+b = ‘AC‘ :(a+b) =a +2a-b+b =9+2.0+16=25

AC =|AC|=25 =5

AB-AC _a(a+h) &'iab 9410 9

= _
= /BAC ~53,1°

b) AG=AB+BC+CG=a+b+c

cos /BAC = L _
Ac‘ 3.5 15 15 15

[AG| =(a+b+c) =a’+2ab+2ac+2bc+b +¢ =9+2.0+2.18+2.10+16+25=85
AG:‘E‘:@

2 AC.AG (a+b)-(a+b+c) a'1a.p+a-cra-b+b +b-C
T[T sa 5103

9+0+%+0+16+10  ®  85.85.85 B85
5.4/85 5.4/85 10-/85-/85 10

= ZCAG~22,8°

d) M er midtpunktet pA AG < AM =

N

E=l~(5+5+6)

N

M ligger pé linja CE < CM =t-CE
CE=CB+BA+AE=-b-a+c = W=t-(—é—5+5)
W=@+§A+m=—5—5+%~(5+5+E)=—5—5+%5+%5+%E=—%5—%5+%E

t(-a-b+c)=-ta-1b+1c o t=} = CM-1.CE

Midtpunktet pa AG ligger pa linja CE.
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CM LAG < CM-AG=0
W:%(—a—6+6)

CM-K@=(—%5—%B+%E)~(5+B+E)
I P O = R N N P A B
=-3a 2ab sa-C 2ab 2b 2b c+5a c+2b C+5C
13 A lp®.l®__19_p_1 195 _
=-3a a-b 2b+2c— 29 0 216+225—O

Oppgave 4.64

a)

b)

Innfgrer a=AB , b= AD og c = AE
a]=4,[p|=4,[c|=4,2(ab)=60°, £(ac)=90°, £(b,c)=90°

a-b=4-4.c0s60°=8 a-c=4-4-c0s90°=0

-2 -2

6=4.4.c0s90°=0 a =16 b =16 ¢ =16

(o)

AG=AB+BC+CG=a+b+c

‘EZ :(a+5+a)2 _ a3 423D+ 230+ 25640 +¢ =16+2-8+2-0+2-0+16+16= 64

AG =[AG|= /64 =8

CE=CB+BA+AE =-b-a+c¢

‘ﬁf :(6—5—6)2 ¢ - 2a—200+208+8 +b =16-2-0-2-0+2-8+16+16 = 64
CE =|CE| =64 =8

AC[ =(a+b) =a'+2ab+b'=16+2-8+16=48 = [AC|=48

CA-CE (-b-a)-(-a-b+c) a.54b°-b-c+a +a-b-a-c

C0s /ACE =——F—= =
‘ACHCE‘ 488 /488
_8+16-0+16+8-0 48
J48-8 488
= /ACE =30°
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C) M er midtpunktet pA AG < m:%mz%(adﬂé)
M ligger pé& linjaCE < CM =t-CE
CE=CB+BA+AE=-b-a+c = W=t-(—§—5+5)
W=@+§A+m=—5—5+%~(5+5+E)=—5—5+%5+%5+%E=—%5—%5+%E
t-(—§—5+6)=—%5—%5+%5 o t=3 = CM=1.CE

Midtpunktet pa AG ligger pa linja CE.

d) MA=-1AG=-1 A+B+E) = ‘m‘=%‘ﬁ(§‘=%-8=4

(
W:MMAE:—%( )+c——% (a+5_a)

_.2:[ (a+b c)} (a +2ab—2ac—2bc+b +c)
(16+2-8—2 0-2 0+16+16):16

=4
[ME| =16 =4
VRV = - (345+2) (- )(3+5-) -3 ( +-b-a-6+a B+b'-b-craceb
—}(a"+28:6+5"~¢") =} (16+2-8+16-16) =8

c0S /AME = ——— = - = — /AME =60°
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4.7 Determinanter

Oppgave 4.70

a) |7 3
=7-1-3-2=7-6=1
2 1 =
b 3 2
) =3-2—(—2)-1=6+2=8
1 2 =
c) |5 4
=5.2-4.(-3)=10+12=22
d [2x x
=2X-2—-X%X-3=4X-3x=X
3 2 =
e) 4x  2X
> 1 :4x-1—2x-2:4x—4x:2

Oppgave 4.71

AB=[8-2,0-3]=[6,-3]
AC=[0-2,7-3]=[-2,4]

6 —3‘:6_4_(_3).(_2):24—6=1=8
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Oppgave 4.72

a) o,

| AB=[4-(-2),-2-1]=[6,-3]

.‘III‘II‘I 'C ﬁ:’ _ E _ [3_ 4, 2_(_2)] _ [_1’ 4]

OD =OA+AD =[-2,1]+[-1,4]=[-3,5] D(-3,5)
b) A:‘_Gl ;3‘:6-4—(—3)-(—1):24—3:2=1

©)  |AB|= /67 +(-3) =36+0 =45

— 21 21 21

=2l e M= e~ 3%k
d) BC|=/(-1) +4% =\1+16 =17

BCl.h=21 & h=_2L
J17

Oppgave 4.73
a)

\. _
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LN\ AB =

_ AC =
A
. <&

1

B 2

7

S

[5-2,1-3]=[3,-2]
[3-2,5-3]=[1.2]

-5(3:2-(-2)1)-3(6+2)-

I~

3 -2
1 2



BC = [3 55— 1
i
=4 < h=
2

AC| =+ 7 =5

8 8 8 4
V20 Va5 25 B
[AC|-h 8
2 J5
‘K@‘-h
- 1 4
2

[AB|= /3 +(-2)" =v9+4 =13

Oppgave 4.74

a)

b)

To vektorer er parallelle

< Arealet av det parallellogrammet som vektorene bestemmer, er O

< Determinanten til vektorene er 0

18 -24
-45 60

Oppgave 4.75

a)

b)

2 1 -3

‘5 4‘ ‘o 4
0 5 4|=2. -1

-2 1 "3 1
3 2 1

=2:(5-1-4-(-2))
=2-(5+8)-1-(0-12)-3-(0-15)

-1:(0-1-4-3)-3:(0-(-2)-5-3)

=213-1-(-12)-3-(~15)=26+12+ 45=83

5 3 0
2 6
1 -2 6 :5-‘ =
1 -3
2 1 -3
=5((-2):(-3)-61)-3
=5
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(6-6)— 3( -3-12)- o(1+4) 5.0-3-(-

6‘ ‘1 —2‘
0.

6:2)-0.(11-(-2)2)

‘=18-60—(—24)-(—45)=1080—1080=O = [18,-24]||[-45,60]

5)—0-5:4=5




c) |2 3 5
-1 3 =2
2 6 4
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3 -2
6 4

N

-1 -2

2

4

‘—'—5"

-1 3
2 —6

2-(3:4-(-2):(-6))~3:((-1)4-(-2)-2)-5:((-1)(-6)-3-2)

=2-(12-12)-3-(-4+4)-5-(6-6)=2-0-3-0-5-0=0




4.8 Vektorproduktet

Oppgave 4.80
a)
[1,2,-1]x[2,3,3] =

& & & 2 -1 |1 @ 2
1 2 - ,
| A
2 3
(

[6-

[1,2,-1]-[9,-5,-1]=9-10+1=0 = [12,
[2,3,3]-[9,-5,-1]=18-15-3=0 = [12,-1]x[2,3,3] L[2,3,3]
2 1 -1

_Hl _W ‘2 _1H2 1H
112 1| -3 1|3 2
3 2 1

~[1-(2),~(2-3).4-(-3)]=[317]

-3),~(3-(-2)) 3-4]=[3,-51]

~1]x[2,3,3] L[1,2,-1]

—_ — -

b) el e2 e3

[2,1-1]x[-3,2,1]=

[24-1]-[3L7]=6+1-7=0 = [2,1-1x[-3,2,1]L[21-]]

[ —

[-3,2,1][317]=-9+2+7=0 = [2,1,-1]x[-3,21]L[-32]]
el e2 e3
2 3 -4

-4 -2 2 22 -4
2 -4 -2

=[-6-16,—((-4)-(-8)),(-8)—6] =[-22,-4,-14]

[2,3,-4]x[2,-4,-2] =

MMMMMMMMMM

[2,3,-4][-22,-4,-14]= -44-12+456=0 = [2,3,-4]x[2,4,-2] L [2,3,-4]

[2,-4,-2]-[-22,-4,-14] =—44+16+28=0 = [2,3,-4|x[2,-4,-2] L[2,-4,-2]

JEEE N —

e e e

o2 6 -2| |4 -2/|4 6

4 6 -2/= — ,
9 -3' |6 -3'l6 9

6 9 -3

=[-18(-18),~((-12)~(~12)),36-36 ] =[0.,0,0]

d)
[4,6,-2]x[6,9,-3] =

[4.6,-2]-[0,0,0]=0 = [4,6,-2]x[6,9,-3] L[4,6,-2]
[6,9,-3]-[0,0,0]=0 = [4,6,-2]x[6,9,~3] L[6,9,-3]
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SINUS

MATEMATIKK

Oppgave 4.81

a)  Gitt punktene A(-1,1,1) , B(3,3,4) og D(1,3,2)
AB=[3-(-1),3-1,4-1]=[4,2,3]
AD =[1-(-1),3-1,2-1]=[2,2,1]
Cc(x,y,z) = ﬁ:[x—&y—3,z—4]

ABCD et parallellogram < BC = AD
[x-3,y-3,z-4]=[221] & x-3=2 A y-3=2 A z-4=1
< Xx=5 A y=5 A z=5 C(555)

o [f 3 38 T ieonaa

A=|ABxAD|=(-4)" +2°+4* =16+ 4+16 =36 = 6

R e N e

Oppgave 4.82
a) Gitt punktene A(-2,1,-1) , B(2,3,3) og C(1,5,5).
AB=[2-(-2),3-1,3-(-1)]=[4,2,4]
AC =[1-(-2),5-1,5-(-1)]=[3,4,6]
EXA—C:[4,2,4]X[3,4,6]:H2 4‘,—‘4 4H4 2

=112-16,—-(24-12),16-6 |=(-4,-12,10
s 4l Ak o be-se-@-12) 30-6)-[a-1200

A=%-\K§xﬁé\=%-\/(—4)z +(-12)" +10* =116 +144+100 = 1 /260 = § /4 /65 = /65

b)  Avstanden fra C til linja gjennom A og B tilsvarer hgyden pa grunnlinja AB.
|AB| = Va? +2° +4 = 16+ 4+16 =/36 = 6

\E\ -h
A=l 1
2
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SINUS

MATEMATIKK

Oppgave 4.83
Gitt punktene A(L1,3) , B(3,-1,1), C(5,3,2) og D(2,4,4)
=[3-1-1-11-3]=[2,-2,-2]
AD=[2-1,4-1,4-3]=[131]
BC =[5-3,3-(-1),2-1]=[2,4,1]
BD=[2-34-(-1),4-1]=[-15,3]

S -2 2| |2 —2 2 -2
ABx AD =[2,-2,-2]x[1,3,1] = s 1|

=[—2—<—6>,—<2—<—2>>,6—<—2>]=[4,—4,8]
%xﬁ=[2,4,1]x[—1,5,3]=H4 1‘ —‘2 1H2 4H

5 3" |-1 3'|-1 5

~[12-5,~(6-(-1)),20~(4) ] =[7,-7,14]

2

B+ (-4) +8 =3\16+16+64 =51/96 =116 \/6 =26

\/72+(—7) +14* =1.4/49+49+196 = $-+/294 =3 -\/49 /6 = /6
6

Aep =%-‘K§xﬁ‘:

Nlr—\ N

Awsco =-[BCxBD|=
Asgep = 2\/6"'%\/6 -

o

Oppgave 4.84

a) Laa 09 b veere to vektorer som ikke er nullvektor, og la v veere vinkelen mellom dem.
allb < v=0° eller v=180° < sinv=0 < ‘5‘-‘5‘-sinv=0 N ‘éxﬁ‘zo & axb=0

b) -6 12
[3,-6,12]x[~14,28,-56] = —
28 56/ |-14 -56|'|-14 28

~[336-336,—(~168—(-168)),84—-84 |=[0,0,0] =0

= [3,-6,12](|[14,28,-56]
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4.9 Volum

Oppgave 4.90
a)  Gitt punktene A(1,1,0),B(4,2,1),D(2,4,2) og E(1,2,2)

=
AB=[4-1,2-11-0]=[3,11] 31 1
_ 32 129,13
AD =[2-14-12-0]=[132] V=13 2:3.‘ ‘—1-‘ ‘+1-‘ ‘
- 12 702 o1
AE =[1-1,2-1,2-0]=[0,1,2] 012
=3:(6-2)-1:(2-0)+1-(1-0)
=3-4-1.2+1-1=12-2+1=11
°) e & &
. 11 B 1P 1
ABxAD =3 1 1:“ H H H:[2—3,—(6—1),9—1]=[—1,—5,8]
L 3 o B2 2R3

Arealet av grunnflata: G = ‘Kﬁ x KB‘ = \/(—1)2 +(-5)" +8* =1+ 25+ 64 =+/90

Vv 11
G 9

Oppgave 4.91
a)  Gitt punktene A(1,1,-1),B(4,2,1),D(0,4,2) og T(1,2,5)
=

AB=[4-1,2-11-(-1)]=[312] AD=[0-14-12-(-1)]=[-133]
AT =[1-1,2-1,5-(-1)]=[0,1,6]
C(x,y,z2) = BC=[x-4,y-22-1]

BC=AD = [x-4,y-2,2-1]=[-133] < x-4=-1 A y-2=3 A z-1=3

& Xx=3 A y=5 A =4 C@35 4)
2 & & &
ABxAD=[3 1 2|=|[ 2-[° 3° 1 =[3-6,-(9-(-2)),9-(-1) | =[-3,-11,10]
L3 g B3 L8

Arealet av grunnflata: G = ‘ﬁ x ﬁ‘ = \/(—3)2 +(-11)" +10? = /9+121+100 = /230
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) v :%.(ﬁxﬁ)-ﬁ=%-[—3,—11,1o]~[o,1,6]:%-(0—11+60)=4—3?

d AC=[3-15-14-(-1)]=[2,4,5]

CosécAT:E-A—T: [2,4,5]-[0,1,6] _0+4+30 4
‘Ké‘ﬁ‘ V2 14715 02 +17+6> 45437 /45437

= ZCAT ~33,6°

Oppgave 4.92
a) Gitt punktene A(-1,2,-1),B(3,-1,1),C(1,4,3) og D(1,1,6).
=

AB =[3-(-1),-1-2,1-(-1) ] =[4,-32]
AC=[1-(-1),4-2,3-(-1)]=[2,2,4]
AD =[1-(-1),1-2,6-(-1)]|=[2,-17]
BC =[1-3,4-(-1),3-1]=[-2,5,2]

BD =[1-31-(-1),6-1]=[-2,2,5]

— — ||-3 2 |4 24 -3
ABx AC = = ,

2 4 2 4|2 2H=[—12—4,—(16—4),8—(—6)]=[—16,—12,14]

Vv =%~(EXE)~E=%-[—16,—12,14]-[2,—1,7]=%-(—32+12+98)=%-78=1=3

b)  Arealet av grunnflata ABC: G :%‘ﬁ X E‘ :%-\/(—16)2 +(~12)" +14? =1 -/596
v 3-13 3-13 39
V=1iGh & h== = h-= = =
3 G 1.J596 L4149 149
0 ——~ —— [ 2 |2 22 5
BCxBD = ,— , =[25-4,—(-10+4),-4+10]=[21,6,6]
2 5 |2 5/'}-2 2

Avrealet av grunnflata BCD: G =%-‘§3x@‘ =%.421° +6* +6° = -/513 :%«/5\/5 =

V =

Gh < h:ﬂ
G

=

Wl

h_ 313 _ 26
3.57 51
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Oppgave 4.93

a) Vektorene a , b og ¢ ligger i samme plan
< Volumet av parallellpipedet bestemt av a , b og ¢ er 0
< Absoluttverdien av determinanten til a , b 0g cer0

< Determinantentil a, b ogcer0

b)  Gitt punktene A(1,3,0),B(2,1,-3),C(3,0,4) og D(4,2,1)
=
AB=[2-11-3,-3-0]=[1-2,-3]
AC =[3-1,0-3,4-0]=[2,-3,4]
AD =[4-1,2-31-0]=[3,-11]

1 -2 3
2 -3 4|=1.

‘—34 2 4 2 -3
3 -1 1

1 1‘—(—2)"3 1‘+(—3)-‘3 _1‘=1-(—3+4)+2-(2—12)—3.(-2+9)

=1-1+2-(-10)-3-7=1-20-21=—-4(
Punktene ligger ikke i samme plan.
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5.1 Likningen for et plan

Oppgave 5.10
8) x+3y-3z-4=0 = n=[13-3]
b)  x-y+z+1=0 = n=[1-11]

) x+2z+6=0 = ﬁ:[l,O,Z]

Oppgave 5.11

a) 2x+3y-3z-4=0
ABL-3) = 2-3+3:1-3/(-3)-4=6+3+9-4=14
B(2-1-1) = 2-2+3:(-1)-3:(-1)-4=4-3+3-4=0
C(-152) = 2:(-1)+3-5-3-2-4=-2+15-6-4=3

B ligger i planet.

b) X-y+z+1=0
ABL-3) = 3-1+(-3)+1=3-1-3+1=0
B2-1-1) = 2-(-1)+(-1)+1=2+1-1+1=3
C(-152) = (-1)-5+2+1=-1-5+2+1=-3

A ligger i planet.

c) Xx+2z-3=0
AB1L-3) = 3+2-(-3)-3=3-6-3=-6
B(2-1-1) = 2+2:(-1)-3=2-2-3=-3
C(-152) = -1+2-2-3=-1+4-3=0

C ligger i planet.

Oppgave 5.12
a) a-(x—x)+b-(y-y,)+c-(z-2)=0 =
3:(x=2)+1:(y-4)+1:(z—(-3))=0 < 3x—6+y-4+2+3=0 < 3X+y+2-7=0

b)  0-(x—(-1))+3:(y-0)+4-(z2-4)=0 < 3y+4z7-16=0
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)  1(x-0)+(-1)-(y-0)+1:(z-0)=0 < x-y+z=0

d)  0-(x-1)+1-(y-2)+0-(z2-3)=0 < y-2=

o

Oppgave 5.13
a)  Gitt punktene: A(1,0,1) , B(2,5,3) og C(3,4,4)
AB=[15,2] , AC=[2,4,3] og n=[7,1,-6]

=[15,2]-[7,1,-6]=7+5-12=0 = AB.Ln

n
-n=[2,4,3][7,1,-6]=14+4-18=0 = AC.Ln

AB og AC ligger i planet og er ikke parallelle.

- ] n stér vinkelrett p& planet.
n star normalt pa begge vektorene.

b)  7.(x-1)+1:(y-0)+(-6)-(z-1)=0 < 7x-7+y-62+6=0 < 7x+y-6z-1=0

c) D@4,96) = 7-4+9-6-6-1=28+9-36-1=0 D ligger i planet.

Oppgave 5.14
a)  Gitt punktene: A(1,1,1) , B(5,2,3) og C(2,3,3)
AB=[4,12], AC=[122]

SO — T N V|
— ABx AC = ~ —[2-4,-(8-2),8-1]=[-2,-6,7

—2-(x=1)+(-6)-(y-1)+7-(z-1)=0 < -2x+2-6y+6+7z2-7=0 <
—-2X—-6y+7z+1=0
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b)

Gitt punktene: A(3,1,2) , B(4,1,5) og C(2,2,2)
AB=[10,3], AC=[-110]

— — [jo 3 |1 31 0O
H—l OH—l 1H=[0—3,—(0+3),1—0]=[—3,—3,1]

-3:(x=3)+(-3)-(y-1)+1:(z-2)=0 < -3x+9-3y+3+z-2=0 <
-3x-3y+z+10=0

Gitt punktene: A(4,2,3) , B(6,0,7) og C(3,3,1)
AB=[2,-2,4] , AC=[-11-2]

2 2

- — — -2 4
n=ABxAC = =
-1 1

1 -2

2 4
-1 -2

H:[4—4,—(—4+4),2—2]=[o,o,o]=6

— ABJ|AC < A,BogcC ligger pa linje.

Planet er ikke entydig bestemt da normalvektoren er lik nullvektoren.

Oppgave 5.15

Hvis konstantleddet d =0, vil planet ga gjennom origo.
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5.2 Vinkelen mellom to plan

Oppgave 5.20

8 gix+y+32+42=0 = n_=[213] = ‘n_"=\/22+12+32=\/4+1+9=ﬂ
Bix-2y+22+1=0 = n,=[1-22] = =LP+(-2)+22=V1+4+4=9=3

a

— .y non, [213][1-22] 2-246 2
cosZ(n,,n,|=—L= = =
S i N T R T 7

= Z(n,n,)~51,7° = Z(ap)=~51T°

b) n|=vi2+12+3 =1+1+9 =11

Bix-y=2243=0 = n =[L-1-2] = =P+(-1)+(-2) =v1+1+4=16

a:x+y+3z+4=0 = n, =[113]

[L13]-[1-1-2] 1-1-6 -6

Hw\ V6 Ve Ve

= Z(n,.n,)=137,6° = /(a,B)~180°-137,6=42,4°

cosz(

0 gix+y+22+41=0 = n,=[112] = ‘E‘:\/12+12+22:\/1+1+4:\/€

Li=X—-y+2+3=0 = @:[—1,—1,1] = :\/(—1)2+(—1)2+12:\/§

C[L12)[-1-11] -1-1+42

\m NN

= /(n,.n,)=90° = Z(a,p)=90°

=0

cosL(E,f)
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Oppgave 5.21
a.A(LLD) , B(4,3,3) og C(2,5,2)

=[32,2] , AC=[14]]
B VR
n

= ABx AC = - =[2-8,-(3-2),12-2|=[-6,-1,10
XC41’11’14H[ (3-2) I ]

B:D(-112) , E(2,3,2) og F(1,1,4)
=[3,2,0] , DF =[2,0,2]
oo e 3k o

n,=DExDF = =[4-0,-(6-0),0-4]=[4,-6,-4

(-6 (-1 410° —VIBT |4 (-6) +(-4) ~E8

a

cosz( ) _[-6,-110]-[4,-6,-4] _—24+6-40 58
\"H T Vs JisT-Jes i3

= Z(n,.n,)=1269° = /(af)=531°

Oppgave 5.22

La E 0g @ veere normalvektorene til to plan « og £, og la v veere vinkelen mellom vektorene.

alp < nn, < v=0° eller v=180° < sinv=0 < E‘-@‘-sinv=0

‘nxn OQFFzﬁ
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5.3 Rette linjer i rommet

Oppgave 5.30
a) X=2+2t

Gitt punktet P(2,3,—1) og retningsvektoren r = [21-3] = [:{y=3+t
z=-1-3t

b) x-2y+3z-2=0 < (2+2t)-2-(3+1)+3:(-1-3t)-2=0 <
2+2t-6-2t-3-9t-2=0 < -%=9 < t=-1

x=2+2-(-1)=0
= y=3+(-1)=2 Skjaringspunkt (0,2,2)
z=-1-3-(-1)=2

Oppgave 5.31
a)  Gitt punktet P(2,0,3) ogplanet & :x+2y—2z+13=0 = n, :[1,2,—2]
X=2+t
l:qy=2t
z=3-2t

b)  x+2y-2z+13=0 < (2+1)+2-2t-2-(3-2t)+13=0 <
2+t+4t-6+4t+13=0 & 9t=-9 < t=-1

X=2+ (—1) =1
= y=2-(-1)=-2 Skjeeringspunkt Q(1,-2,5)
7=3-2.(-1)=5

) Avstanden mellom P og « tilsvarer lengden av PQ .

PQ=[-1-22] = d=y(-1)+(-2)’+2°=0=3

CAPPELEN DAMM



Oppgave 5.32

Xx=1+4t
Gitt punktet P(1,0,~2) og retningsvektoren r =[4,3,3] = l:{y=3t
z2=-2+3t

Swkte punkter har koordinater (x,y,z) medavstand 3 til punktet (7,4,3) =

[x-7.y-42-3]=3 & J(x=7) +(y-4) +(2-3) =3 & (x=7) +(y-4) +(2-3)' =9 =
(L1+4t-7)" +(3t-4)" +(-2+3t-3)"=9 < (4t-6)"+(3t-4)+(3t-5) =9 <
167 — 48t + 36+ Ot2 — 24t +16+ 92 30+ 25-9 = 0 <> 34t ~102t+68=0 < £2—3t+2=0 <

~(-3)4/(-3)"-4-1-2 3441

2-1

X=1+4-2=9 X=1+4-1=5
t=2 => Jy=3-2=6 t=1 => {y=3:1=3

71=-2+3-2=4 z=-2+3-1=1

De to punktene er (9,6,4) og (5,3,1).

Oppgave 5.33

X=-1+t X=-2+t
Gittlinjene 1:{y=-2+t og m:<y=1+2t = 1=[112] og r,=[12-2]
7=2+2t 7=3-2t
I r-r. 112 12 2
cos £ (i) = -t [ _142-4_ 1

JI2 412422 ,/12+22 J6-3

= /(rr,)~97.8° = /(1,m)~180°-97,8°=82,2°
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Oppgave 5.34

X=-1+t
Gittlinja 1:<y=-2+t og planet :2x-y+2z-1=0
z2=2+2t

= 1r=[112] og n,=[2-12]

[11,2] [2.-1.2]

cos (T ) VP41 427 |2 1+ (<1) +2°
_2 1+4_ 3]
V6.3 6-3

= /(rn)=471° = Z(la)~90°-47,1°=42,9°

Oppgave 5.35
a)  Gitt punktene A(1,1,0) , B(4,0,1) , C(2,3,2) og D(3,1,5)
=[3-11] AC=[12.2]

-1 1] I3 113
22’1212

—4-(x-1)-5-(y-1)+7-(z-0)=0 < -4x+4-5y+5+72=0 < «a:-4x-5y+7z+9=0

n, = ABxAC = =[-2-2,-(6-1),6+1]=[-4,-5,7]

b) X=1+2t
n=AD=[205] = l:y=1
Z=>5t
c = A o
) cosz(r,,na)z_r' N, _ [2.0,5]-[-4,-5,7] _ -8-0+35 27

n

a

K] V27 ror a5t fmay (-5 e 7t V29-Y90  V29-4e0

= Z(f.n,)~581° = Z(l,a)~90°-581°=319°
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5.4 Parameterframstilling for et plan

Oppgave 5.40
a) Planet « gar gjennom punktene A(2,1,0) , B(4,3,1) og C(3,4,2)

X=2+2t+s
AB=[2,21] AC=[132] = ABNAC = a:{y=1+2t+3s
z=0+t+2s
b) 5=2+2t+S s=3-2t ()
Punktet (5,10,6) ligger i planet = 110=1+2t+3s < { 2t+3s=9 (2) <
6=0+t+2s t+2s=6 (3)

t+2-(3-2t)=6 < t+6-4t=6 < -3t=0 < t=0 = s=3-2.0=3

Sjekkerom t=0 og s=3 ogsapasseri(2): 2-0+3-3=9 Punktet (5,10,6) ligger i planet.

c) 6=2+2t+s 2t+s=4 (1) -
Punktet (6,2,0) liggeriplanet = {2=1+2t+3s < { 2t+3s=1(2) <
0=0+t+2s t=-2s (3)

2-(-2s)+s=4 & -35=4 & s=-

w4
—
Il
|
N
—_—
|
w4
N—
Il
w|oo

Punktet (6,2,0) ligger ikke i planet.

Oppgave 5.41

a) x=1-t
Gitt punktet A(2,4,1) og linjal:qy =6+5t
2=2+3t
t=0 = B(1 6, 2) eret punkt som ligger pé linja «, og derfor i planet.
X=2-t-5
r=[-15,3] og AB=[-1 2, 1] er ikke parallelle og ligger begge i planet = o :{y=4+5t+2s
z=1+3t+s

CAPPELEN DAMM



IN

ATEMATIK

§

b) 5=2—t—5 t+S=_3 (1) 3inni2
Punktet (5, 10, 6) liggeri planet = {10=4+5t+2s < | 5t+25=6 (2) <
6=1+3t+s s=-3t+5 (3)

5t+2(-3t+5)=6 <& -t=-4 & t=4 = s=-3.4+45=-7

Sjekker om t =4 og s=-7 ogsa passeri(1): 4-7=-3 Punktet (5,10, 6) ligger i planet.

Oppgave 5.42
a) Gittplanet a:x+3y+2z-6=0
Innfgrer parameternet og s slikat y=t A z=s = Xx+3t+25-6=0 < x=6-3t-25

X=6-3t-2s
aqy=t
Z=5

b) Gittplanet o :2x+y+3z+4=0
Innfgrer parameternet og s slikat x=t A z=s = 2t+y+35+4=0 < y=—-4-2t-3s

x=t
a:qy=—4-2t-3s
Z=5

c) Gittplanet a:3x+5y+2z2-4=0
Innfgrer parameterne t og s slikat x=2t A y=2s = 3-2t+5-25+22-4=0 <
22=4-6t-10s <« z=2-3t-5s

X =2t
aiqy=2s
2=2-3t-5s
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Oppgave 5.43

a =
) DA gar gjennom punktet (3,2,1) og er parallelt
Planet @ :qy=2+s+t B -
7 =1—25+t med vektorene r, =[2,1,-2] og r, =[3,11]

o = -2 2 22 1
n=r1xr2=Hl 1H3 1H3 1H=[1+2,—(2+6),2—3]=[3,—8,—1]

3:(x-3)-8:(y-2)-1(z-1)=0 < 3x-9-8y+16-z+1=0 <

a:3x-8y—-z+8=0

b) x=1+3t
lla = r=n,=[3-8-1] = Il:{y=1-8t
z=0-t

c)  Skjeringspunktet mellom planet og linja er bestemt av at

3-(1+3t)-8-(1-8t)—(-t)+8=0 < 3+9%t-8+64t+t+8=0 < 74t=-3 & t=-=%

y :1_8'(‘7_34) =% =% Skjeeringspunkt i (%,%,7_34)_

CAPPELEN DAMM



5.5 Likningen for ei kule

Oppgave 5.50
Kula har radius 3 og sentrumi (-2,2,1) =

(x=(-2)) +(y-2)+(z-1) =3 o (x+2) +(y-2)+(z-1)"=9

Oppgave 5.51
a) Gittkula x*+y*+2°+4x—-6y-12=0 < x*+4x+Yy° -6y+2z°-12=0
Lager fullstendige kvadrater:

2 2
x2+4x+(%)2+y2—6y+(%) +22:12+(%)2+(%) o
(x+2)2+(y—3)2+(z—0)2:12+4+9 =S
(x=(-2)) +(y—-3)"+(2-0)" =5 Kula har radius 5 og sentrum i (~2,3,0).

b) Gittkula xX*+y*+2°—4x+4y-22=0 < x*—4x+y*+4y+7*-22=0
Lager fullstendige kvadrater:

(4] oy ety (8) o 23 =0-( (4 43
(x—2)2 +(y+2)2+(z—1)2 =4+4+]1 &
(x-2)’ +(y—(—2))2 +(z-1) =3 Kula har radius 3 og sentrum i (2,-2,1).

Oppgave 5.52

a) X =4+ 4t
Linja I gar gjennom punktet (4,2,0) og har retningsvektor en [4,3,3] = l:qy=2+3t
z=3t

b)  Kula K har sentrum (6,3,2) og radius 3 = (x—6)2+(y—3)2+(z—2)2:32
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c)  Skjeringspunkter mellom K og | bestemt ved
(4+4t-6) +(2+3t-3) +(3t-2)"=9 = (4t-2)+(3t-1)+(3-2)'=9 =
16t* —16t+4+9t* -6t +1+9t° 12t +4-9=0 < 34t°-34t=0 < 34t-(t-1)=0 <

t=0 v t=1

Xx=4+4-0=4 Xx=4+4.1=8

y=2+3-0=2 v y=2+3-1=5 Skjeeringspunkter (4,2,0) og (8,5,3).
z=3-0=0 z=3-1=3

Oppgave 5.53

3)  Planet a:2x+y+2z—6=0 har en normalvektor n, =[2,1,2]
X=5+2t
Linjal stérvinkelrettpd & = 1 =n,=[212] = l:{y=4+t
z=5+2t

b)  Skjeeringspunkter mellom « og | bestemt ved
2-(5+2t)+(4+t)+2-(5+2t)-6=0 < 10+4t+4+t+10+4t-6=0 <
=-18 < t=-2

x=5+2-(-2)=1
y=4+(-2)=2 Skjeeringspunkt i (1,2,1).
z2=5+2-(-2)=1

c)  Avstanden gitt ved lengden av vektoren mellom (5,4,5) og (1,2,1).
d=[[4,24]=v4*+2"+4* =16 +4+16 =36 =6

d) Sentrum i kula er (5,4,5) og radius tilsvarer avstanden fra dette punktet til planet.
(x=5)" +(y—4)" +(z-5)" =6
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Oppgave 5.54

a)  Linja gar gjennom punktene A(1,0,4) og B(3,8,2).
AB=[3-18-0,2-4]=[28,-2] = 1 =[14,-1]

Xx=1+t
l:y=4t
z=4-t

b)  Sekte punkter Q(x,y,2) =
PQ=[x—(-2),y-0,z-1]=[1+t+2,4t,4-t-1] =[t+3,4t,3-1]

s

\/(t+3)2+(4t)2+(3—t)2:6 S ('[2+6t+9)+16t2+(9—6t+t2):62 AN
t? +6t+9+16t° +9-6t+t°-36=0 < 18t°-18=0 < t°=1 < t=-1v t=1

X=1+1=2 x=1-1=0
y=4.1=4 v y=4-(-1)=-4
2=4-1=3 z=4-(-1)=5

Punktene har koordinatene (2,4,3) og (0,—4,5).
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5.6 Sfeerisk avstand

Oppgave 5.60
a) 60°

Sverisk avstand gittved b=v-r = b=1 Oo~7z-12:4=7z
b) b:l20 --12=8r
180° =
2 b= 45 --12=3x
180° =

Oppgave 5.61

8 r=[sP|=[0,3,0] =0 +3+0" =3
_ SP-SQ [0,3,0]-[1,2,2]
I

0034(83,@) :g - 4(8?,@%48,2"

48,2 -3~ 2,52
180° ——

b) :\@\:\[3,4,12]\=\/32 +42 4127 =169 =13

_ SP-SQ [3412][512,0] 15+48 63
_‘ﬁ‘-‘s@‘_ 1313 169 169

Sfeerisk avstand mellom P og Q:

cosL(@E@) =N 4(§F3§6) ~ 68,1°

Sfeerisk avstand mellom P og Q: i&l

.7-13~15,5

00

©) r=[SP|=5,10,10] = V5’ +10 +10° =225 =15

cos /(5P.50 ) = SP-SQ [510,10][9,12,0] 45+120 165
( | )_\@H@_ 15-15 225 225

= 4(@,5@%42,80

Sfeerisk avstand mellom P og Q: Aiz(?" -r-15~11,2
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5.7 Sfeeriske tokanter og trekanter

Oppgave 5.70
a)  Kulamed sentrum i S$(0,0,0) og punktene A(0,0,5), B(4,3,0) og C(0,-4,3) pa denne kula.

= SA=[0,0,5] , SB=[430] , SC=[0,-43] , SA|=[sB|=|SC|=5

Finner en normalvektor til planet gjennom A, S og B:
0 5 ‘0 5110 0

rTl:?AXSTB:L of |4 o4 3

} =[0-15,-(0-20),0-0|=[-15,20,0]

n

= J(~15) +20°+ 0° = /625 = 25

Finner pa samme mate en normalvektor til planet gjennom A, S og C:
- 0 5 |0 5110 0
n, =SAxSC = ,— :

-4 3 |0 30 -4

n,|=+/20%+0%+0? =20
| =

H:[mzo,—(o-o),o-o]=[2o,o,o]

nl[n; 2520 500

b) 126,9

Avrealet av tokanten: 5 .7-5% ~110,7
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Oppgave 5.71
a)  Nar punktet A(4,3,12) speiles om origo, far speilbildet koordinatene A'(-4,-3,-12)

b)  Kula med sentrum i S$(0,0,0) og punktene A(4,3,12), B(12,5,0) og C(4,12,3) pa denne kula.
= SA=[4,312] , SB=[1250] , SC=[4123] , [SA|=|SE|=|sC|=13

Finner en normalvektor til planet gjennom A, S og B:

3 12 ‘4 12

I~ SAxSE -
12 0|12 5

} [0-60,—(0-144),20—36 | =[-60,144,-16]

‘Hl‘=\/(—60) +1447 +(~16)° = /24502

Finner pa samme mate en normalvektor til planet gjennom A, S og C:

3 120 |4 12|14 3

EZgXE: y ’
12 3| 4 3|14 12

H =[9-144,-(12-48),48-12 =[-135,36,36]

= |(135)° +367 + 367 = /20817

n-n, [-60,144,-16]-[-135,36,36] 8100+5184—576 12708
cos ZA= = = = =
n,|-(n, \/24592 -/20817 \/24592 .4/20817 /24592 -/20817

= ZA~=D55,8°

Avrealet av tokanten: %-7{-132 ~329
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Oppgave 5.72
a)  Kulamed sentrum i S$(0,0,0) og punktene A(0,0,5), B(4,3,0) og C(0,-4,3) pa denne kula.

= SA=[0,05] , SB=[430] , SC=[0,-4,3] , ‘S‘K‘:‘STB‘:R‘:

n, =SAxSB= H ‘ ‘ H H [0-15,-(0-20),0-0] =[-15,20,0]
| = (~15)° +20° +07 = /625 = 25
m=SAxsc=||0 P 30 ° ~[0+20,-(0-0),0-0]=[20,0,0] = [n,/=20
20 -4 3 o 3’0 —4| ’ ’ B 2
coson oy _[-15200][2000] 300_ 3 _ ..o

n, 25-20 500 5 —

nl-

n,

n, =SBxSA = -SAxSC = -[-15,20,0] = [15,-20,0]

[no| = 15" +(~20)" +0° = /625 = 25

n, =SBxSC = H ‘ ‘ HO _4H [9-0,-(12-0),-16-0]=[9,-12,-16]

| =9 +(-12)" +(-16)" =

_ [15,-20,0]-[9,-12,-16] 135+240 15

n.-n
cos /B =—2

s _ - = /B=~46,8°
Ing[-[n, 25./481 25./481 /481 —
n, =SCxSA =-SAxSC=-[20,0,0]=[-20,0,0] = |ns|=20
n, =SCxSB =-SBxSC =-[9,-12,-16] =[-9,12,16]
‘@‘:\/481
n ~20,0,0]-[-9,12,16
L J' |__180 9 . c.ese
||| 20-+/481 20481 481 = ———
b
) A=(A+B+C 1] 2 (1269+468+658 1)”52%26’
180 180 —
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Oppgave 5.73
a)  Kula med sentrum i S(0,0,0) og punktene A(4,3,12), B(12,5,0) og C(4,12,3) pa denne kula.
= SA=[4312] , SB=[1250] , SC=[4123] , [SA|=|SE|=|SC|-13

— — — |3 12 4 12
n, =SAxSB =

H H [0-60,—(0-144),20-36 | =[-60,144,-16]
2 o2 s

n, :\/(—60) +144% 1 (~16)° =~/24502

T _SAxac_||3 1 4 12
n, =SAxSC = s 1 =[9-144,—(12-48),48-12 | =[-135,36,36]

— (~135)° +367 +36° = /20817

=

2
~60,144,-16]-[-135,36,36 -
c0s LA~ n,- rL_[ I ] _8100+5184-576 JA~B58°
|, J24592 /20817 J24592 /20817 _—
n, =SBxSA = -SAxSB = —[-60,144,~16]=[60,-144,16] = |n,|=+/24592
. 12 op2 s
n,=SBxSC= =[15-0,—(36-0),144—20 | =[15,-36,124]
12 |4 12
n,| = \[15° +(~36)’ +124° = /16897
n,-n, [60,-144,16]-[15,-36,124
cos /B =M N il ] _900+5184+1984 JB~66,7°
Ing[-[n, 24592 -/16897 24592 -/16897 —
n, =SCxSA =-SAxSC =-[-135,36,36]=[135,-36,~36] = |n,|=+/20817
N, =SCxSB=-SBxSC =-[15,-36,124] =[-15,36,-124] =  |n,|=+/16897
135,-36,-36]-[-15,36,~124
cos £C =—=—% _[195,-36,36]{-15.36, ]: 1143 — /C~86,5°
n ‘ ‘ ‘ 20817 -/16897 20817 - /16897 =

~ 85,5

b
) A:(A+B+C _1)7”2 :(55,8+66,7+86,5_1)”.132
180 180
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Oppgave 5.74

a
180

i:Lz+l b= S:180-(L2+1]
180 =7zr zr

b
) Summen av vinklene gitt av formelen S :180-(%%)
r

T>0 = L2>O = L2+1>1 = §>180
zr zr
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5.8 Sfeeriske koordinater

Oppgave 5.80

a)

b)

d)

Kartesiske koordinater (5,0,0) og radius 5:

tanu = Ikke definert = u=90°

Sfeeriske koordinater (90°,0°).

sinv = =0 = v=0°

= Uu=531°
Sferiske koordinater (53,1°, 0°).

=0 = v=0°

tanu :—:§ = u=90°
0 Sfeeriske koordinater (90°, 53,1°).

sinv:E:ﬂ:O = v=xb531°
r 5

Kartesiske koordinater (2,3,2+/3) og radius 5:

tanu = = U=D56,3°

y
X Sfeeriske koordinater (56,3° , 43,9°).

3
2
2V3

. 4
sinv=—= = V=~4309°

r
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Oppgave 5.81

a)

b)

d)

Kartesiske koordinater (9,12,0) og radius 15:

tanu:l:E = UuU=531°

X 9 Sfeeriske koordinater (53,1° , 0°).
] z O
sinv=—=—=0 = v=0°

r 15

Kartesiske koordinater (5,10,10) og radius 15:

tanu = =2 = U=x634°

Sfaeriske koordinater (63,4° , 41,80).

y
X
) Z
sinv=—= = V~418°

Kartesiske koordinater (-10,10,5) og radius 15:

Sfeeriske koordinater (135°,19,5°).

Kartesiske koordinater (-5,10,—10) og radius 15:

tanu ZX:E:—Z = Uu=116,6°
X -5 Sfeeriske koordinater (116,6° , —41,8°).

sinveZ=""" — v~-418°
r 1

Oppgave 5.82

a)

Radius 12 og sfeeriske koordinater (45°,45°)

X=12-.c0s45°.cos45°=12-

2
5 =12-4=6
y =12-c0s45°-sin45° =12 % =12 -% =6 Kartesiske koordinater (6, 6, 6\/5).

z=12-5in45°=12-32 = 62
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MATEMATIKK

b)  Radius 12 og sferiske koordinater (-30°,60°)

x =12-c0s60°-cos(~30°) =12-3-33 =33
y =12-c0s60°-sin (-30°) =12 %(—%) =-3 Kartesiske koordinater (3\/§ -3, 6\/5)

2=12-5in60°=12-43 = 643
)  Radius 12 og sfaeriske koordinater (22,3°,—78,0°)

x =12-cos(-78,0°)-c0s22,3° ~ 2,31
y =12-cos(—78,0°)-sin 22,3°~ 0,95 Kartesiske koordinater (2,31, 0,95, —11,74).

z=12-sin(-78,0°) ~ -11,74

d)  Radius 12 og sfariske koordinater (-15,3°,—44,5°)

x =12-cos(—44,5°)-cos(—15,3°) ~ 8,26

y =12-cos(—44,5°)-sin(-15,3°) ~ -2, 26 Kartesiske koordinater (8,26 , —2,26 , —8,41),

z=12-sin(—44,5°) ~ -8,41

Oppgave 5.83

Oslo - Nordpolen: m-ﬂ'-6380 km  ~3349,5km

Nordpolen - Tasmania: 90°+42,0°, 76380 km ~14698,5 km

Oslo - Nordpolen-Tasmania ~18048 km
59,92°+90°

Oslo - Sgrpolen: --6380km  ~16694 km

90°-42,0°

Sgrpolen - Tasmania: -r-6380 km ~ 5345 km

Oslo - Sgrpolen-Tasmania ~ 22039 km
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Oppgave 5.84

Oslo - Nordpolen:

5992 6380 km

~ 3349,5 km

Nordpolen - Honolulu: mwﬁSSO km ~ 7647,5 km
Oslo - Nordpolen-Honolulu ~10997 km
Oslo - Ekvator: 59’23 -7 -6380 km ~ 6672 km

10,75°+157,87°

Langs Ekvator:

--6380 km ~18776 km

180°
. 32°
Ekvator - Honolulu: - -77-6380 km ~ 2374 km
Oslo - Sgrpolen-Tasmania ~ 27822 km
Oppgave 5.85
a) X =2+15c0svcosu

KulaK :{y=3+15cosvsinu
z=-4+15sinv

har radius 15 og sentrum i (2,3, —4).

= (x—2)2+(y—3)2 +(z+4)2 =15°

b)  P(0,13,7) ligger pé kula hvis (0—2)" +(13-3)" +(7+4)" =15

(-2)° +10% +112 = 225 =157
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P(0,13,7) ligger pa kula.




c) 2+15cosvcosu=0 (1)
3+15cosvsinu=13 (2)
—4+15sinv=7 (3)

(3) 15sinv=11 < sinv=i = v=47,2°

(@ 2+15co0s47,2°-cosu=0 < cosu=——— = U=10L3°
15co0s47,2° —_—

Kontroll av (2) 3+15c0s47,2°-sin101,3° ~13

Geometrisk lgst:

tana:%:S = a~718,7°

o) . u=180°-78,7°=101,3°

sinv:E = V=47,2°
15 —

|||||||||

Oppgave 5.86
)  Gittkula (x-1)° +(y—2)° +(z+3)" =5°
X=1+5cosvcosu

Sentrumi (1,2,-3) ogradius5 = K:<y=2+5cosvsinu
z=-3+5sinv

b) Gittkula x> +y*+2°-6x+4y—-8z+4=0 <
X —6X+y>+4y+7°-81=-4 <
x2—6x+(%)2+y2+4y+(%)2+22—82+(%)z=—4+(%)2+(%)2+(%)2 o
(x=3)" +(y+2)" +(z-4) =25=5°
x = 3+5c0sVCosu

Sentrumi (3,-2,4) ogradius5 = K:qy=-2+5cosvsinu
Z=4+5sinv
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5.9 Sfeerisk trigonometri

Oppgave 5.90
ZC =139,75°-10,75° =129°
Nordpolen a=90°-35,75°=54,25°
’ b =90°-159,92° =30,08°

cosC = cos54,25°-c0s30,08° +sin 54,25°-sin 30,08° - cos129°
= C=~7555°

Avstand flyet tilbakelegger pa turen mellom Oslo og Tokyo:
75,55
180

7-6380 km ~ 8412 km

Oppgave 5.91

Nordpolen ZC =146,5°-10,75°=135,75°
' a=90°+42°=132°
b =90°-59,92° = 30,08°

cosC =cos132°-co0s30,08°+sin132°-sin30,08°-cos135,75°
= C=~147,8°

Avstand flyet tilbakelegger pa turen mellom Oslo og Tasmania:
147,8
180

-1-6380 km ~ 16453 km

Oppgave 5.92

Nordpolen ZC =157,87°+10,75° =168, 62°
a=90°-59,92°=30,08°
b=90°-21,32° =68, 68°

cosC =co0s30,08° - cos 68, 68° + sin 30, 08° - sin 68, 68° - cos 168, 62°
= Cc=~98,2°

Avstand flyet tilbakelegger pé turen mellom Oslo og Honolulu:

98’02 -1+ 6380 km ~ 10938 km
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Oppgave 5.93

Nordpolen
D

Oppgave 5.94

Nordpolen
C

[

LN
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Fra oppgave 5.90 har vi:
ZC =129°
a=>54,25°
b =30,08°
c="75,55°

‘sméA _ ?1n129  JA~40,6°
sin54,25° sin75,55°

Flyet m4 holde kursen 40, 6° gstenfor nord.

Fra oppgave 5.91 har vi:
ZC =135,75°

a=132°

b =30,08°

c=147,8°

sin ZA _ sin135,75°

' =— = ~76,7° v ZA=103,3°
sin132°  sin147,8°

Flyet ma holde kursen 103,3° gstenfor nord eller 76,7° ostenfor ser.




Oppgave 5.95

Nordpolen
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Fra oppgave 5.92 har vi:
ZC =168,62°
a=30,08°

b =68,68°

c=98,2°

.sméB _ 511.1168,62 ~ /B~10.7°
sin68,68°  sin98,2°

Flyet ma holde kursen 10, 7° vestenfor nord.




6.1 Tallfglger

Oppgave 6.10

a,=51-2=5-2=3 a,=5-4-2=20-2=18
a, =5n-2 = a,=5.2-2=10-2=8 a =5-5-2=25-2=23
a,=5-3-2=15-2=13 a,=5-6-2=30-2=28

De seks farste leddene i fglgen er 3,8,13,18,23,28.

Oppgave 6.11

a1:212:2 a4:242:32

a =2-n" = a,=2-2°=8 a, =2-5 =50
a,=2-3"=18 8, =26 =72

a,=2-7" =98

De sju farste leddene i folgen er 2,8,18,32,50,72,98.

Oppgave 6.12

a) a, =3 a,=11+4=15
a=a,+4Ana=3 = a,=3+4=7 a, =15+4=19
a=7+4=11

De fem farste leddene i falgen er 3,7,11,15,19.

b) a=3
a,=3+4
a,=3+4+4
a,=3+4+4+4

a,=3+4+.+4=3+(n-1)-4=3+4n-4=4n-1
af'—/ —_—

(n-1) ledd
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Oppgave 6.13

a) a, =16 a,=%4=2
a=%a, A 3=16 = a,=316=8 a3, =3-2=1
a3=%~8=4
De fem forste leddene i folgen er 16,8,4,2,1.
b) a =16
a,=1-16
%:%.%.16
=336
1.1l 1 (1) gLt g8 - 1 o8 _ 940l _paenid _ p5en
a, =513 2_(2) 16=27-20 =1y 2 =2 =2+ =2

=

aktorer

(n-1)
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6.2 Aritmetiske fglger

Oppgave 6.20

a) a=-12
a,=-12+5=-7
a,=-7+5=-2
a,=—2+5=3
a,=3+5=8 De fem farste leddene er —12,-7,-2,3,8.
b) a=24
a, = 24+(-2)=22
a,=22+(-2)=20
a,=20+(-2)=18
a; =18+(-2)=16 De fem farste leddene er 24,22,20,18,16.

Oppgave 6.21
a) 51117,23.. = d=6 og a,=5+(n-1)-6=5+6n-6=6n-1

n

b) 8164,47,30,.. = d=-17 og a,=81+(n-1):(-17)=81-17n+17=98-17n

Oppgave 6.22
a) a=100 A d=2 = a,=100+(n-1)-2=100+2n-2=2n+98

Belgpet i uke n er gitt ved a, = 2n+98

b)  Ukepengeromtoar: a,, =2-104+98 =306 kr

Oppgave 6.23
a) a =13 A d=4

a5:a1+4d P 31:35—4d = 6\1:13—4'4:13—162—3

b) a,=a+(n-1)d = a =-3+(n-1)-4=-3+4n-4=4n-7

CAPPELEN DAMM



C
) a,=105 = 4n-7=105 < 4n=105+7 < n=%—28

Leddet 105 er nummer 28 i tallfalgen.

Oppgave 6.24
a) a=11 A a, =8

a=a,+2d < d:% = d=——-=

a,=a,+2d < a=a-2d = a=11-2-(-%)=11+3=14

b
) an:14+(n—1)-(—§j:14—§n+§:§—§n
2 2 2 2 2
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6.3 Geometriske falger

Oppgave 6.30

a a=5nArn k=2 =

a,=5-2=10

a,=10-2=20
a,=20-2=40
a; =40-2=80

De fem farste leddene i tallfalgen er 5,10,20,40,80.

b) a-16 A k-} =

a,=16-1=8
33:8.%:4
a,=4-3=2
a;=2-3=1

Oppgave 6.31

De fem forste leddene i tallfglgen er 16,8,4,2,1.

De fem farste leddene i tallfglgen er 81,-54,36,-24,16.

a)  Gitt den geometriske tallfglgen: 1,3,9,27,...

27
9

\I

b)  Gitt den geometriske tallfalgen: 625,-125,25,-5,...

C)  Gitt den geometriske tallfglgen: 2,1,3, 9,2,

a 1 3
k=—=7=—
a, %5 1
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a -125 25 -5
a 625 -125 25

|
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27
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Oppgave 6.32

Gitt den geometriske tallfglgen: 1,3,9,27,... = k=3

a, =13"=3" a,=3%"=3"=19683
Gitt den geometriske tallfglgen: 625,-125,25,-5,... = k= —%
n-1 9
— su-os4) s L)
5 5 1953125 3125
1 H -2 3 9 27 3
Gitt den geometriske tallfelgen: £,1,3,3,4,... = K ary
a _g’(gj”_l _g.(gjg_g.19683_6561
" 3\2 ™=302) T3 52 256
Oppgave 6.33
a)  Gitt tallfglgen: 9,-6,4,-,18
_8 16
2:—_6:_2 &:i:_g 32_3:_2 32%:_2 = i:konstant
a 9 3 a -6 3 a, 4 3 a -3 3 T
Tallfglgen er geometrisk med kvotient k = ——.
b) Gitt tallfelgen: 12,9,6,4,3
3_9.3 & 6 .2 3 _ 4.2 & 3 _ & | st
a 12 4 a 9 3 a 6 3 a, 4 .,

Tallfglgen er ikke geometrisk.
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)  Gitt tallfglgen: 1,4/2,2,2v/2,4

a, 2 a, 2 22 22 a, 242
2====y2 E-= =202 =202
4 1 a, \/E \/E 2 2 a, 2

a__4 42 42 g

a
= 2 = — =konstant

a, 22 222 a

Tallfglgen er geometrisk med kvotient k = J2.

Oppgave 6.34
a) 1% renteperar = k=101

Saldo i 2010: a,4,, =1-1,01"*® = 360014580, 2 ~ 360 millioner

b) 2% rente perar = k=1,02

Saldo i 2010 a4 =1-1,02°% ~1,07-10"
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6.4 Rekker

Oppgave 6.40

Gittrekka: 2+3+5+7+11+13+17+19

S;=2+3+5+7+11=28

Sg =2+3+95+7+11+13=41
S, =2+3+5+7+11+13+17 =58
Sg=2+3+5+7+11+13+17+19=177

Oppgave 6.41
a) a,=3n-2

a=31-2=1
a,=3-2-2=4
a,=3-3-2=7
a,=3-4-2=10
a, =3-5-2=13
a,=3-6-2=16

b) Sum SeaciE-Z. WL 1.20.1
bl
b=l

Oppgave 6.42

a) a =2n’

a,=21=2
a,=222=8
a,=2-3=18 s
a, =24 =32
a,=2-5"=50

CAPPELEN DAMM

Ss =1+4+7+10+13+16=51

w

20 =590

:2+8+18+32+50:1A)

5, = 2480



Oppgave 6.43

Sum Seql IR BT CE-1
Yarmala28. 10

3385, 39541 20 '
>(100-1,05"*) ~ 3306,6

i=1

Oppgave 6.44
a) 1 1 1 1

Gitt rekka: —+—+=—+—+...
16
1 1 1 3 11 1 7 11 1 1 15
S, =— S, =—+—=— S,=—+—+=—=— Sy=—t+—+—+—=—
2 2 4 4 2 4 8 8 2 4 8 16 16
b)  Tellerenis, er en mindre enn nevneren og nevneren er lik 2"
2'-1 2" 1 1
- Sn: :—__:1__
2" 2" 2 2"
c)
A=1-14 A =1-43
A=1-334
A=1.1=1
A=l4 A=$3

CAPPELEN DAMM



6.5 Aritmetiske rekker

Oppgave 6.50
a) Gitta,=1,d=50gn=10
10-(1+46)
a,=a+(10-1)-d =1+9-5=1+45=46 sloszé
b) Gitta =100, d =-3 0g n=30

Ay, =a1+(30—1)-d :100+29-(—3):100—87:13 Sa :W:MQS

c) Gitta =15,a,=200g n=12

d=a,-a,=20-15=5 a,=15+11-5=15+55=70 s, =—"—-==510
d) Gitta, =50, a,=3209 n=50

50-(50+(—48)) 50

g=f0 =t 32750 5 o _504+49.(-2)=50-98=—48 s, = . =50

9 9

Oppgave 6.51
a)  Gitt den aritmetiske rekka: 1+4+7 +...+ 28
= a=1AA d=3

1+(n-1)-3=28 < 1+3n-3=28 < 3n=30 < n=10

10-(1+28)

a,=1+(n-1)-3=1+3n-3=3n-2
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b)

d)

Gitt den aritmetiske rekka: 100+98+96+...+50
= a=100 A d=-2

100+(n—1)-(—2):50 < 100-2n+2=50 <

_ 26-(100+50)

2n=52 & n=26 S, = > =1950

an=100+(n—1)-(—2)=100—2n+2=102—2n
Gitt den aritmetiske rekka: 1+2+3+4+...+1000
= a=1 A d=1 A n=1000

1000-(1+1000
s, = 000-(1+1000) o500
2

a,=1+(n-1)-1=1+n-1=n

Gitt den aritmetiske rekka: 10+ 20+30+...+1000
= a=10 A d=10

lO+(n—1)-10:1000 < 10+10n-10=1000 <

~100-(10+1000)

10n=1000 < n=100 s, = > = 50500

a, =10+(n-1)-10=10+10n-10=10n

Oppgave 6.52

a)

Gitt den aritmetiske rekka: 1+ 2 +3+...+9999
= a=1 A d=1 A n=9999

Summen av de naturlige tallene som er mindre enn 10000:

CAPPELEN DAMM

9999-(1+9999)

S Sea(T0Z-2%: K 1 76
’ 1958

[=3 Fm3 L S B T e T

Cimension EEROR
Fres=: [EXIT]

Antall ledd (n=1000) er for
stort for lommeregneren.

?L-"TI SeqUlEH. - 1.1 ]
SESEE

=49995000



b) Gitt den aritmetiske rekka: 1+3+5+...+9999
= a=1A d=2

9999:1+(n—1)-2 < 9999=1+2n-2 < 2n=10000 < n=5000

5000-(1+9999)

Summen av oddetallene som er mindre enn 10000: =25000000

c) Summen av alle partall mindre enn 10000 =
Summen av alle naturlige tall mindre enn 10000 — Summen av alle oddetall mindre enn 10000

= Summen av alle partall mindre enn 10000 = 49995000 — 25000000 = 24995000

Oppgave 6.53
Gitt den aritmetiske rekka: 1+3+5+7+...

a=1 A d=2 = a =1+(n-1)-2=1+2n-2=2n-1

=n’

Sy =
2

_n(1+(2n-1)) n-%n
2

Oppgave 6.54
Gitta, =1 A d=7

a,=1+(n-1)-7=1+7n-7=7n-6

n-(1+(7n-6))

5, =1350 = =1350 < n(7n-5)=2700 < 7n’-5n-2700=0 <
—(=5)++/(-5)° —4-7-(-2700
o EN )27 ( )ZSi\/1215625=5J_rli75 o 1220 v Tee103

Det er 20 ledd i rekka.
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Oppgave 6.55
Gitta, =100 A d=2

a,=100+(n-1)-2=100+2n—-2=2n+98

n-(100+(2n+98))

s, =10000 = =10000 < n-(2n +198):20000 =

198+ /1987 —4-2-(—20000) _198+ 108+
o1 41080 - 20000 = 0 <> 1= J ( ) _-198+99204 _-198+446,3 _

2:2 4 4
n~621 v n==1611

Etter 63 uker har hun passert 10 000 kroner utbetalt.

Oppgave 6.56
a) Gitt a, =200millkr A d =15millkr

= a,=200+(n-1)-15=200+15n-15=15n+185
a,, =15-10 +185 =335

10-(200+335)

S = 5 =2675 Samlet omsetning i perioden 2008 —2017 blir 2675 millioner kroner.
b) 11

j(lSn +185)dn=2750  Samlet omsetning blir 2750 millioner kroner.

1
C) e

1
T - Nar samlet omsetning finnes ved a
- summere en rekke, tilsvarer dette
| =] totalarealet av de ti brune rektanglene p&

figuren til venstre.

Ved a bruke integrasjon vil svaret bli for
stort fordi man da ogsa far med arealene av
de sma, lysebrune trekantene pa toppen av
hvert rektangel.
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Oppgave 6.57

. n-(a+a,) n-(a1+(a1+(n—1)-d)): n-(a,+a,+(n-1)-d) _ n-(2a,+(n-1)-d) -
" 2 2 2 2

S, = \2\ r— ' :n~a1+$-d o sn:n-a1+@-d
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6.6 Geometriske rekker

Oppgave 6.60
a)  Gitt en geometrisk rekke meda, =1 , k=2 og n=10

10 _ _
1.2 1:1.1024 1:1023
2-1 1 =

Sip =

b)  Gitt en geometrisk rekke med a, =3 , k=-% og n=10

.(—%)m -1, 10s1_1023

S =3 i 3 ~1,998
! -3 512 ==

C) . . a, 12

Gitt en geometrisk rekke med a, =10 , a,=12 og n=15 = k:—:Ezl,Z

&
15 _
815210-1’2 1z10-14'41z720,4
12-1 0,2 =—
Oppgave 6.61
a . .
) Gitt den geometrisk rekken 1+ 3+ 9+ 27 + 81+ 243 = a-=1, k:%:3 og n=6
6_ J—
3621.3 1_,.729 1:@
3-1 2 —

b) . . -192 1

Gitt den geometrisk rekken 384 -192+96-48+24-12 = a =384 , k:m:—E og n=6

_1Y 1 14
se=384~%=384~64—3=ﬂ
-1_1 -3 ==
2 2

C) 120

Gitt den geometrisk rekken 100 +120 +144 +172,8+ 207,36 = a, =100 , k= 100 =12 og n=5

5_
5, =100- 22 =1 _ 744 16
12-1 ——
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) _10_
5
a,=640 = 5:2"=640 & 2"=52 o 27=128 < 27=2 o

n-1=7 < n=8

Gitt den geometrisk rekken 5+10+20+...+640 = a =5, k 2

8_ —_
2°-1_ 256-1

LI S

=1275
)  Gitt den geometrisk rekken 50 +50-1,05+...+50-1,05° = a, =50 , k=1,05 og n=20

20 _
_gp. 1051

S,, =50 = ~1653,30
1,05-1

Oppgave 6.62
a)  Omsetningen blir en geometrisk rekke med a, =200 mill. kr og k =1,07.

Omsetningen om ti &r: 200 mill. kr-1,07" ~ 393,4 mill. kr

1,07 -1

Samlet omsetning i tidrsperioden: 200 mill. kr - ~ 2763 mill. kr

== Samlet omsetning i tidrsperioden:

11 11

[ 200-1,07"*dn =| 200- 1-4572,07"* | ~ 2859 mill kr
) e

1

Oppgave 6.63
a)  Utslippet blir en geometrisk rekke med a =36tonn og k =0,95.

Utslipp om 20 &r: 36 tonn -0,95% ~12,9 tonn

0,95% -1

Samlet utslipp i tyvearsperioden: 36 tonn - ~ 462 tonn
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Samlet utslipp i tyvearsperioden:

21 21
. n-1 — . 1 n-1 ~
! 360,95 dn =[ 36 1r550,95"* | ~ 450tonn

d) Ved integrasjon far vi litt for lavt svar fordi vi mister arealene av de sma, lysebrune trekantene over
kurva.

Oppgave 6.64
a) Belepnr. 1 2 3 4 5 6

‘ >
3000 kr 5 ar
3000 kr 43ar
3000 kr 3ar
3000Kr | 2 ar
3000 kr | 1ar

3000 kr......0.4r.

b)  Innskuddene blir en geometrisk rekke med a,=3000 og k =1,05.

6 —
105 11 ~ 20406 Otto kan ta ut 20406 kr.

s, =3000-

Oppgave 6.65
a)  Innskuddene blir en geometrisk rekke med a,= 5000, k =1,04 og 11 ledd.

1
s,, =5000- % ~67431,76 Mari hadde da 67431, 76 kr i banken.

b n_
) s, =500000 = 5000- 11’04 11 =500000

1,04" -1

=100 & 104"-1=4 <

1,04"=5 < 1g1,04"=1lg5 < n-lgl,04=1Ig5 < n:lg—5z41,04
lg1,04

500 000 kr star pa kontoen etter litt mer enn 41 innskudd, dvs. om litt mer enn 40 ar.

Etter 41 ar vil Mari ha 500000 kr i banken.
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Oppgave 6.66
Innskuddene blir en geometrisk rekke med k =1,05 og a,=4000-1,05.

1,05% -1 :
S, =4000-1,05- Tos 1 ” 507359 Ole har da 507 359 kr i banken.

CAPPELEN DAMM



6.7 Uendelige rekker

Oppgave 6.70

3) Gitt den uendelige rekka: 625+125+25+5+... Geometrisk rekke med kvotient k :% :%

= s, = 625-& — 625 (6 -2 22 ((%) ‘1) :%25'(1_(%)“)

n—owo = (%)n -0 = s e% Rekka konvergerer og har summen 3%25

n

b)  Gitt den uendelige rekka: 2+5+8+11+...  Aritmetisk rekke meda, =2 A d =3.

2+(2+(n-1)-3) 2+2+31-3_n-(3n+1)
" 2 2 2

n—>0w = § —w Rekka divergerer.

C)  Gitt den uendelige rekka: 100+100-1,1+100-1,1% +... Geometrisk rekke med kvotient k =1,1.

11" -1 :100_1,1 -1
11-1 0,1

= s, =100- =1000-(1,1" -1}

n-o = 11">w = s —wo Rekkadivergerer.

n

d)  Gitt den uendelige rekka: 100+100-0,9+100-0,9% +... Geometrisk rekke med kvotient k = 0,9.

09'-1_, 091

= s, =100-
0,9-1 0,1

=-1000-(0,9" -1)=1000-(1-0,9")

n->o = 09">0 = s, —1000 Rekka konvergerer og har summen 1000.
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Oppgave 6.71

3) Gitt den uendelige rekka: 100+50+25+... Geometrisk rekke med kvotient k = % :1.

2
100
ke(-11) = Rekka konvergerer. Summen blir: s = - =200
—3
b) _ _ . . 15
Gitt den uendelige rekka: 1+1,5+2,25+... Geometrisk rekke med kvotient k = =15.
ke(-11) = Rekka divergerer.
2 Gitt den uendelige rekka: 10—-9+8,1-7,29+... Geometrisk rekke med kvotient k = 1—3 =
ke(-1,1) = Rekka konvergerer. Summen blir; s = 10 _10_100
1-(-%) &# 19
d) -11

Gitt den uendelige rekka: 10-11+12,1-13,31+... Geometrisk rekke med kvotient k = ETY

ke(-11) = Rekka divergerer.

Oppgave 6.72
a)  Belgpene blir ei geometrisk rekke med a, =1000 A k =0,99.

a, =1000-0,99" ~895  Det 12.belapet er 895 kr.

b) 0,99 -1 NPT
S, = 1OOO-W ~11362  Det farste aret far Heidi totalt 11362 kr.

)

1000 1000
1-0,99 0,01

ke(-11) = konvergentrekke s

o

=100000 Heidi far totalt 100 000 kr.

d)  Hvis manedsbelgpet hadde gkt med 1%, ville rekka blitt divergent da k =1,01.
Da ville Heidi fatt 'uendelig' mye penger totalt.
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Oppgave 6.73

3) Gitt den uendelige rekka: 1+1+l+i+... Geometrisk rekke med kvotient k =1.
2 4 8 16 2
1 1
ke(-11) = Rekkakonvergerer.  Summen blir:s=—2-=2=1
2 2
b) 1 Hele kvadratet har sidekanter med lengden 1.

Arealet av hele kvadratet er dermed 1-1=1

=

Vi deler sa kvadratet som forklart i oppgaven. Arealet av rutene
1 1 med tall pa er til sammen

11 1 1 1
e e e
4 8 16 32 64

ER
H_.

1
=+
2

Denne summen er arealet av hele kvadratet bortsett fra ruta
nederst til venstre. Summen er dermed

1 — arealet av den lille ruta nederst til venstre

Na fortsetter vi oppdelingen av kvadratet. Ved a dele lenge nok,
kan vi fa arealet av ruta nederst til venstre sa naer null vi bare
vil bare ved & dele mange nok ganger. Vi kan dermed fa
summen

1 1 1
et —+...

+1+ +—+
8 16 32 64

1 1
_+_
2 4

sa neer 1 vi vil bare ved a ta med nok ledd.
Summen av den uendelige rekken er dermed 1.

Oppgave 6.74

3) Gitt den uendelige rekka: l+i+i+i+... Geometrisk rekke med kvotient k =£.
4 16 64 256 4
1 19
ke(-11) = Rekka konvergerer. Summen blir;s=—4- =4 -=
17§
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b)

De markeste rutene har samlet areal

11
o=+ — .,
8 8

N |-
N |-
+
N
N

La S vaere summen av denne rekken.

Men de rutene som ligger under de mgrke rutene har samlet
areal

Samlet areal av disse er dermed ogsa S.

De rutene som ligger over de marke rutene har ogsa samlet
areal

Denne summen blir ogsa S. Alle rutene til sammen utgjer hele
kvadratet, som har arealet 1. Dermed ma

S+S+S=1
3S=1
s=1
3
Oppgave 6.75
a) -1
Gitt den uendelige rekka: 1—1+1—1+i—... Geometrisk rekke med kvotient k = —2 = —%.
2 4 8 16 1
. 1 1 2
ke(-11) = Rekka konvergerer. Summen blir: s = N=7=%
1-(-3) 2 8
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b)

1
2
1
8
1
1| 32
128
1
1.1 1,1 1,1 1 .1 1
1-5+4-8%t16 32784 128 256 512 T
_
-1 -1 -1 -1 -1
2 8 32 128 512

CAPPELEN DAMM
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De lyse rutene har arealet

N |-
N |-
+

1 11
4 8 8

NS

Fra oppgave 6.74 vet vi at denne summen blir % .

Arealet av de mgrke rutene blir da 1—

w| -
w|nN

Summen av den uendelige rekka

blir dermed E
3



6.8 Geometriske rekker med variable kvotienter

Oppgave 6.80

a) : : 3,05, o7 X
Gitt den uendelige rekken x4+ X"+ X"+ X" +... = k=—=Xx
X
Rekken konvergerer ndr —1<x*<1 < X >-1 A X2 <1
— —
Oppfylt for alle verdier av x Oppfylt nar xe<—1,1>

Rekken konvergerer nér x e (-1,1).

b)

Summen av rekken blir: s(x) = 1 X :

C) AY

10 A

N o ®

X

»
»

[«

-3,1 -0,9 -0,7 -0,5 -0,3 -0,110,2 0,3 05 0,7 0,9 1,1

© o ~ N

-10 -

Oppgave 6.81

a) , : 1 1 1
Gitt den uendelige rekken 1+—+—+—/+... = k
X

e

x2 X3

< |

Rekken konvergerer nar —1<1<1 & E>—1 A E<1 & x<-1 A x>1
X X X

Rekken konvergerer ndr x e («,—1)U(1,—).

) Summen av rekken blir: s(x) = 1 ! _

B

x|
>
|
[HEN
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c)
AY
10
9
8
6
5
4
3
2
. N
-10 -9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 "
dl) X
s(x)=2 = —1:2 & x=2-(x-1) & x=2x-2 & 2Xx-Xx=2 & x=2
X_
Summen blir lik 2 nar x = 2.
d2 X
) s(x):% = —:% =S x:%-(x—l) & X=x-1 o 2x=-1 <
X_
-1
X=-3
Ligger ikke i konvergensomréadet
Summen kan ikke bli .
Oppgave 6.82
a)  Gitt den uendelige rekken 1-sinx+sin®x+sin®x+... , xe[0,27]
—sin x .
= k= =-SIn X
1
Rekken konvergerer nar —1<-sinx<l < sinx <1 A sinx > -1
— —_—
Gjelder for alle x i omradet Gjelder for alle x i omréadet
unntatt for x=% (sinZ=1) unntatt for x=32 (sin3£=-1)
3 7 3
Rekken konvergerer ndr x €[0, 2]\ {7 , 7}
b) 1 1

Summen av rekken blir: s(x) =

1-(-sinx) " 1tsinx
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0 . X

0 1 ” 2 3 4 3_”5 6 7
> 2

Oppgave 6.83
a) . . ) 3 2X

Gitt den uendelige rekken 1+2x+4x°+8x" +... = sz:ZX

Rekken konvergerer nar —1<2x<1 < —%<x<%

: _11

Rekken konvergerer nar x e< 5,7>.

b) Summen av rekken blir: s(x) = L
1-2x

cl) 1 1

s(x)=2 = ﬁ=2 & 1=2-(1-2x) & 1=2-4x & 4x=1 & x=g%

—2X

Summen blir lik 2 ndr x = 4.
c2) 1 1 1

s(X)=% = =1 o 1=1.(1-2X) & 3=1-2x & 2x=2 <

( ) 3 1—2x 3 3 ( )

x=-1

v .
Utenfor konvergensomradet

Summen kan ikke bli %
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6.9 Induksjonsbevis

Oppgave 6.90

n-(n+1)

Skal bruke induksjon til dvise at 1+ 2 +3+...+n=

Trinn 1: Viser at formelen er rett for n =1.

Venstre side =1

_ 1.(1+1) 1.2 V.S=H.S og formelen er rett for n =1.
Hayre side = 5 =1

K-(k+1
Trinn 2: Antar at formelen er rett forn=k , altsd at 1+ 2+3+...+k :g

Ma sa vise at formelen ogsa er rett for n =k +1,
(k+1)-((k+1)+1) (k+1)-(k+2)

altsdat 1+ 2+3+...+(k+1) = > - >

(k-+1) er felles faktor
k-(k+1)+(k+1)-2
2

k-(k+1)

1+2+43+..+k+(k+1)= +(k+1) < 1+2+3+..+k+(k+1)= o

(k+1)-(k+2)

1+2+3+..+(k+1)= Formelen er derfor riktig ogsa for n =k +1.

n-(n+1
Formelen1+2+3+...+n= (2 ) er derfor riktig for alle heltallige n > 1.
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Oppgave 6.91

Skal bruke induksjon til & vise at 1+ 2+ 2% +...+2" " =2" -1
Trinn 1: Viser at formelen er rett for n=1.

Venstre side =1

] . V.S=H.S og formelen er rett for n =1.
Hoyre side =2 -1=1

Trinn 2: Antar at formelen er rett forn=k , altsd at 1+ 2+ 2% +...+ 2"t =2 -1
Ma sa vise at formelen ogsa er rett for n =k +1,
altsdat1+2+2° +..+2 =2 -1

1+2+42% 4. +20 428 =2 2142" o 142427+, 42 428 =2.2k1

142+2° +.. 421424 =22 -1 o 1+2+42%+..+2=2""~1
Formelen er derfor riktig ogsa for n =k +1.

Formelen 1+2+2° +...+ 2" " = 2" —1 er derfor riktig for alle heltallige n >1.
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Oppgave 6.92

Skal bruke induksjon til & vise at (x")'=n-x""
Trinn 1: Viser at formelen er rett for n =1.

Venstre side: (xl)' =1

V.S=H.S og formelen er rett for n =1.
Hoyre side: 1-x" " =1-x" =1.1=1

Trinn 2: Antar at formelen er rett for n =k , altsa at (xk)'z n-x*

IMa sa vise at formelen ogsa er rett for n =k +1,

altsé at (x*)'=(k+1)-x*
(xk*l)‘:(xk-x)':(xk)'-x+xk-x' =S (xk”)':k-xk’l-x+ X1 < (xk-x)':k-xk’l-x1+ X< <
(X) =k xXMax o (XM =kx+x e (X)) =x (k1) e (x)'=(k+1)-

Formelen er derfor riktig ogsa for n =k +1.

Formelen (x")'=n-x"" er derfor riktig for alle heltallige n >1.
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Oppgave 6.93
n(n+1)(2n+1)

6

Skal bruke induksjon til & vise at 1* + 2* +3° +...+n° =

Trinn 1: Viser at formelen er rett for n=1.

Venstre side = 1* =1
1-(1+1)(2-1+1) 1.2.-3 V.S=H.S og formelen er rett for n =1.
= :1

Hayre side =
y 6 6

k(k+1)(2k+1)

Trinn 2; Antar at formelen er rett forn=k , altsd at 1> + 2 + 3* +...+ k% =

Ma sa vise at formelen ogsa er rett for n =k +1,
(k+1)((k+1)+1)(2-(k+1)+1) (k+1)(k+2)(2k +3)

altséat12+22+32+...+(k+1)2: 5 - -

2 _ k(k +1)(2k +1)

P+22+3 +..+k* +(k+1) +(k+1)2 o

(k-+1)felles faktor
k(k+2)(2k +2)+(k +1)"-6
6

12 +22 +32+...+(k+1)2 =

f—g

242243 4+ (k+1) = (k+1)-[k(2kgl)+(k+1)-6] o

k+1)-| 2k? +k +6k +6
12+22+32+...+(k+1)2:( )[ 5 ] =

=(k+2)(2k+3)
(k+1)-[ 2k* +7k+6
6

1% 4+ 22 +32+...+(k+1)2 =

2 _ (k+1)(k+2)(2k +3)

1P+22 43+ +(k+1) 5

Formelen er derfor riktig ogséa for n =k +1.

n(n+1)(2n+1)

Formelen 1’ +2° +3° +...+n° = er derfor riktig for alle heltallige n >1.
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Oppgave 6.94

. TR n(n-1 _
Skal bruke induksjon til a vise ats, =n-a, +%-d der s, er summen av de n fgrste leddene i

en aritmetisk rekke med forste ledd &, og differanse d.
Trinn 1: Viser at formelen er rett for n=1.

Venstre side: a,

(1 1) 1. 0 V.S=H.S og formelen er rett for n =1.

1.
Hoyre side: 1-a, + ——=-d =1- a1+ =a

k(k-1)

Trinn 2: Antar at formelen er rett forn=k , altsd ats, =k -a, + -d

IMa sa vise at formelen ogsa er rett for n=k +1,

(k+1)k

altsd ats,,, =(k+1)-a, +————-d

sk+ak+1:k-a1+k(k2_1)-d+ak+1 =N sk+ak+1=k-a1+@-d+(ai+k-d) =

Sk-i_a'k+1_k a1+a1+k(k2 ) -d+k-d & s +ta g, = (k+1) a, + (k(k2_1)+k]d PN
S =(k+1)- a1+M-d & Sy =(k+1)-a+ w.d =
S =(k+1)- al+w.d PN 5k+1=(k+1)'a1+(k+21)k.d

Formelen er derfor riktig ogsa forn=k +1.

n(n-1
Formelens, =n-a, +¥-d er derfor riktig for alle heltallige n >1.
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Oppgave 6.95

s

Oppgaven inneberer at antall hvite ruter pa brettet dividert med 3 blir et helt tall.

(2)-1_ 21
3

Dette betyr at vi skal bruke induksjon til & vise at =a, aeN

Trinn 1: Viser at formelen er rett for n =1.

21
2 3 1 =%=1 e N Formelen er rett for n =1.

2k
Trinn 2: Antar at formelen er rett for n =k , altsé at 3 =a, aeN

Ma sa vise at formelen ogsa er rett for n =k +1,

2(k+1) -1
altsd at sz , beN

2(k+1) 2k+2 _ %k 52 _ o2k 1 4.(2%_1)+3 % _
2001 Mg %21 401 4(2-) I YO
3 3 3 3 3 3 —
22(k+1)_1
aeN < 4a+leN = —=Db, beN

Formelen er derfor riktig ogsa for n =k +1.

()1 2o
-3

Formelen =a, ae N erderfor riktig for alle heltallige n > 1.
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7.1 Noen integrasjonsformler

Oppgave 7.10

a) I5cos xdx = 5sin x+C

b) j(sinx+\@cosx)dx:—cosx+\@sinx+c

c) * i
sin x+cosx)dx ={—cos x+sin x|> =(-cosZ +sinZ)—(-cos0+sin0)=0+1+1-0=2
0 2 2 =
0
d «£
[=35-dt=[3tant]} =3tanZ -3tan0=3-1-3-0=3
0COS t

Oppgave 7.11
a) I4e2x+1dx =4-1.7"+C=2e""+C

b) Iﬁdx=l-ln|x—2|+c=In|x—2|+C

c) 3x+1dx: In|3x+]4+C

) [FRrdx=3-:Inj2—x|+C =-3In]2-x]+C

Oppgave 7.12

1
a) J.ZSin(Zﬂ-X)dX :[2-%-(—COS(27Z’X)):|Z = [_%.COS(ZEX):I:) = _%'COS(27Z'-1)—(—%.(:05(27[.0))
0
=-1.1+1.1=0
b) ;
[zax=[In|x+2]] =In3+2/~In[L+2|=In5-In3
1 _
c) 2 )
!

zin(§ - )= 2-4-(-aos( )| <[5 oon( 5]
<

1
jzi x=[4-3-In2x+1|] =2In[2-1+1]-2In[2-0+1/=2In3-2In1=2In3
0
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MATEMATIKK

7.2 Integrasjon ved variabelskifte

Oppgave 7.20

3) j4e2x*ldx Innfgreru =2x+1 = c;_u: 2 [2dx < 2du=4dx
X
j4e2x+1dx = jezm -4dx = J'e“ -2du = Zj e'du=2e'+C=2e""+C
b) . du
I67z3|n(27rx)dx Innfgreru=27x = ol 27 |-3dx < 3du =6xdx
IG;zsin (2zx)dx = Isin (27x)-67dx = Isin u-3du = 3jsin udu =3-(—cosu)+C =-3cos(27x)+C
c)

1 _ du _ 14y =
Imdx Innfarer u=3x+1 = &—3|-%dx < Zdu=dx

[gigdx=[#-Fdu=1[ddu=Inju+C=In[3x+1+C

Oppgave 7.21

a) I 8X _dx Innforeru=2x>+5 = d—u:4x |-2dx & 2du =8xdx
2x2+5 dx

8x

2X_2+5dxz_[ﬁ-8xclx:j%-2du:2I%du:2In|u|+C:2In

2X° +5
[

Alltid >0

+C:2In(2x2+5)+C

b) Iesidx Innfareru=x*+1 = 94_gy [2dx < 2du=6x"dx

x3+1 dx

2

%dx:jﬁ-sxzdx{%-muzzj%du=2|n|u|+c:2|n\x3+4+c
9 j sdx Innfereru=x*+3 = oy ldx < du=2xdx

[x2+3) dx

I o e R T v
d) ) A\2 du 1

X-(x*+1) dx Innfareru=x*+1 = —==2x [-idx < Jdu=xdx

dx

J
J

x-(x2 +1)2 dx=.[(x2 +1)2'XdX=IU2 -Sdu =%J.u2du =1.1°+cC =%(x2 +1)3+C
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Oppgave 7.22

3) Icosx-esmxdx Innfgrer u =sinx = 3—u:cosx|-dx < du = cos xdx
X
Icosx-es‘”xdx - Ies‘”x -C0S xdx =J'e”du =e'+C=e""+C
b) Ile(x2+1)4 dx Innfareru=x>+1 = Z—i_ZX [5dx < 5du=10xdx
Ile(x2+1)4dx:J'(x2+1) ~10xdx:J.u4.5du:I5u4du:u5+C=(x2+1) +C
2 I(4x+4)ex2+2”1 dx Innfareru=x*+2x+1 = 3—u:2x+2 |-2dx < 2du=(4x+4)dx
X
I(4x+4)ex2+2”1dx = Iex2+2x+1 (4x+4)dx = J.e“ -2du =2e" +C =221 1. C
d)

du
I—eﬁildx Innforeru=e*+1 = d—:eX ldx < du=e*dx
X

e +1
AIItld >0

eX+1dX jeX+1edx _[—du Inju[+C =In +C=In(e*+1)+C

Oppgave 7.23
2) jtan xdx = J‘%dx Innfgreru=cosx = g—i:—sinx ‘-(—1)dx < (-1)du =sin xdx
[ tan xdx = [ gz -sin xdx = [ &-(~1)du = ~In|u|+ C = ~In|cos x|+ C

jtan xdx = [—In
0

N ——In‘cos ‘ In|cosO| —In%+|n1=—(|n1—|n 2)+0=1In2

Oppgave 7.24

1 _ _
jﬁdx Innfrareru_1+\/_ = \/;—u—l

= =L ‘Z&dx & 2xdu=dx < dx=2(u-1)du=(2u-2)du

[ dx=[$-(2u-2)du=[(2-)du=2u-2Inju[+C"=2-(1+/x)-2In 1{?% +C’

=2+2\/§—2|n(1+\/§)+0'2fC 2Jx~2In (14X ) +C
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7.3 Delvis integrasjon

Oppgave 7.30

3) I;(cc)véxdx:>u<-sirv1x—ﬁ-sirv1xdx:xsinx—(—cosx)+C:xsinx+cosx+C
b) I(qu+1)evxdx (2x+1 JZ ede (2x+1)e* —2e* +C =(2x+1-2)e* =(2x-1)e* +C
c)

I 2x ex”dx = 2x eXV”— '[ u2 eXV”dx =2xe* -2 % e +C=2(x-1)e"" +C

I4xe2xdx = 4x-%ezx—j4-%ezxdx = 2xe%* —2-%-e2X +C=(2x-1)e” +C

Oppgave 7.31

) XIn xdx = 1% In x— v2u%dx x2onx—|Sxdx=31x*-Inx-1.3x*+C=1x’Inx-%x*+C
2 2 22 2 4
0) I(Zx l)lnxdx Inx J.(xz ude (xz—x)-lnx—j(x—l)dx
:(xz—x)-lnx ($x*=x)+C=(x*=x)-Inx=3x* +x+C
c)

J.(GXZV-IF 2x)|nuxdx = (2x3v+ X" ) Ir1ux—'[(2x3v+ xz)-u%dx =(2x°+x*)-In x—J‘(sz +X)dx

:(2x3+x2)-ln x—(%x3+%x2)+c:(2x3+x2)-ln x—2x°-1x*+C

Oppgave 7.32
a) T u v UV TR UV v
szexdx:xz-eX—J'Zx-ede:xzex—j2x~exdx:xzex— 2x-ex—jz-exdx

:xzex—2xex+2ex+C:(x2—2x+2)eX+C

b)

u V' u \% u' % u V'
sz sin xdx = x*-(—cos x)+ij- cos xdx = —x2 cos x+J‘2x- cos x dx
u y u' V
=—X?COSX— 2x-(—sin x)—JZ-(—sm x)dx

—— X% COS X+ 2XSin X +2cos X+ C :(2—x2)cosx+2xsin x+C
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SINUS
2 I(ZXZ + x—1)cové xdx = (2x* N x—l)-sirv1 x—J.(4xu;r1)-sirv1 xdx = (2x* + x—1)sin x—j(4x +1)-sin x dx
=(2x* +x-1)sin x - (4xu+1)-(—ccv)s x)—J.Z-(—C(V)s X ) dx
=(2x* + x—1)sin x+(4x+1)cos x+4(-sinx) +C
=(2x* +x=1-4)sin x+(4x+1)cos X+ C = (2x* + x-5)sin X+ (4x+1)cos x+C

Oppgave 7.33

a) I(x +2x+1) (x +2x+1 I dx = x +2x+1)e —j(2x+2) de
:(x2+2x+1)ex—{(2x+2)-ex—_|‘2-eX dx}
:(x2+2x+1)e —(2x+2)e* +2¢* +C =
= (X +2x+1-2x-2+2)e* +C =(x’ +1)e* +C
b) 1
j(x +2x+1)exdx:[(x2+1)ex]o:(12+1)e1—(02+1)e°:2e=—1
0

Oppgave 7.34

V' v V'

u u v u'
Icosx-exdx =CO0S x-ex—j—sin X-e*dx =cos x-e* +jsin X-e* dx

u v u' v
=Ccosx-e* +[sin x-eX—J'cosx-eX dx}cosx-eX +sinx-e* —Icosx-exdx =

Icosx-exdx+jcosx-exdx:cosx~ex+sinx-eX & chosx-exdx=cosx'ex+smx-e +C, <

cosx-e* +sinx-e"+C :
Icosx-exdx= 5 L=Z(cosx+sinx)e* +C
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7.4 Bestemte integraler

Oppgave 7.40

3) I>u<siF1l xdx = >u<-(—cz)s x)—ﬁ-(—cés x)dx = —xcosx+sinx+C
J' xsin xdx =[x cos X +sin x](z)”
=(—27-cos 27z +sin 27r)—(—0-0050+sin0):—27z-1+0+0—0:—2=7z
Alternativt:
271' v s 271'
J' xsin xdx = [ cosx } J' —cosx Jdx = (=27 -cos 27z —0) +[sin x].” = —2z +(sin 2z —sin0)
0
=27 +0-0==2z
b)

I(xu—l)evxdx=(xil)-evx—J'Li-evxdx=(x—l)ex —e*+C=(x-1-1)e"+C =(x-2)e* +C

(x-1)e'dx =[ (x-2)e* ] =(1-2)e' ~(0-2)e" =—e—(-2)-1=2-¢

N
|

O ey

Alternativt:

j(xu—l)g;dx{(xu—l)evx} —ii-evxdx (@-1)e*~(0-1)e*)-[e* | =1-(e'—€") =1-e+1=2-e

0 0

Oppgave 7.41

a) I(2x+1)exz”dx Innfareru=x*>+x — W 2x+1|dx < du=(2x+1)dx

j(2x+1)ex2*xdx=J‘exz+X (2x+1) dx:je du=e'+C=e“"+C

[HEN

1
2 2 1 2 2
J.(zx_i_l)ex +de:|:ex +xj| :el +1_eo -0 262 _
0
0

Alternativt:

_ —12 = 1 z
Xx=1 => u=1"+1=2 } I(2X+1)eX2+XdX:jeudu :I:eu:r :ez—eo :e2 -1
X=0= u=0 0 0 ’
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I COSX__dx Innfereru=sinx+2 = g—gzcosxfdx < du = cos xdx

smx+2
I COSX__dix = j cosxdx:jidu=ju‘2du:iu‘l+C:—l+C:— +C

2 — u

smx+2 smx+2) u . sinx+2
j& e e S T R TR W I

. 2 sinx+2 o SiNZ+2 sin0+2 1+2 2 3 2 6 6
o(anx+a 2 5
Alternativt:
X=£ = u=sinZ+2=3 b 3

Sl I e T e R R
X=0 = u=sin0+2=2 O smx+2 2

Oppgave 7.42

a) I4x(x2 +1)ex2+1dx Innforeru=x>+1 = g—§=2x [2dx < 2du=4xdx

j4x(x2+1)ex2*1dx:j(x2+l)ex2*1-4xdx:jue”-2du='[2vueW‘;du=2Vuevn—J‘v2levndu
=2ue’ —2¢" +C =2¢" (u-1)+C =2e" (X’ +1-1)+C =2x"e" "+ C

& j4x(x2 +1)exz*1dx = [szexz“}l =2.12.¢"1-2.0%e" " = 2¢
0

0

Oppgave 7.43

a 12
Samlet forbruk er gitt ved jS(x)dx
0
12 12 12
IS(x)dx:j(2500—15003m (2x-2%))d :[ZSOOX_EOO%(_COS(%X_ZT”))L
0
[2500x+9000 cos(Z _Tﬂ}
9000 2 9000 2
(2500 12+ 2000 cos(6 12— 3)) (2500-0+—cos(% O—T”))
=30000+%-(cos 4§f) 02000 cos( ) 30000+ 9000..(—1)_9000.(_1)
= 300002990 ;. 9900 _ 30000
Samlet stramforbruk pa ett ar blir 30000kWh.
by . . ., 30000kwh

Gjennomsnittlig stramforbruk per maned: —0 - 2500kWh
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7.5 Delbrgkoppspalting

Oppgave 7.50

a 4 _ 4
) .[ x;(-th dx = .[ x~z(;+2) x

N

x=0 = 0+4=A-(0+2)+B-0 < 2A=4 < A=2
X=-2 = —-2+4=A-(-2+2)+B-(-2) & 2B=-2 < B=-1

Ixﬁgx dx= [ (% —25)dx=2In|x|-In|x+2]+C

b) Nullpunkter for
nevneren:
X =—1 A X, =2

b=z = Iraa®

(XHT_(XX_Z):ﬁH% [(x+1):(x-2) < 3x=A-(x-2)+B-(x+1)

x=-1 = 3.(-1)=A-(-1-2)+B(-1+1) < 3A=3 & A=1
x=2 = 3:2=A-(2-2)+B-(2+1) & 3B=6 < B=2

Ingi—z dx=j(ﬁ+xf22)dx= In|x+1+2In|x-2|+C
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Nullpunkter for
C) nevneren:
X =0 A Xy =2 AX3=3

6x2-17x+6 — 6x2-17x+6
x3-5x2+6x dx B x«(x—2)-(x—3) dx

2 _
NS48 [ (2) ()

6x* —17x+6=A-(x—-2)-(x=3)+B-x-(x=3)+C-x-(x-2)

x=0 = 6-0°~17-0+6=A-(0-2)-(0-3)+B-0-(0-3)+C-0-(x—2) < 6A=6 < A=l
X=2 = 6-2°~17-2+6=A-(2-2)-(2-3)+B-2-(2-3)+C-2-(2-2) & 2B=4 < B=2
x=3 = 6-3°-17.3+6=A-(3-2)-(3-3)+B-3:(3-3)+C-3:(3-2) < 3C=9 & C=3

BT gy — (4325 ++35) dx=In[x+ 2In|x— 2 +3In|x -3+ C

Oppgave 7.51

a) Nullpunkter for
nevneren:
X =—1 A Xy =3

2x+4 _ 2x+4
X2 +4Xx+3 dx B I (x+1)~(x+3)

(x+21))(.(rx4+3):ﬁ+% [ (x+1)-(x+3) < 2x+4=A-(x+3)+B-(x+1)

x=-1 = 2.(-1)+4=A-(-143)+B-(-1+1) & 2A=2 o A=1
x=-3 = 2-(-3)+4=A-(-3+3)+B.(-3+1) & 2B=2 < B=1

2 = [ (A +535)dx =In|x+1+In|x+3+C
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b) nowern.
5 gy oo [ akes
.[ x2—x-12 (x+3)-(x—4)

(X+3‘3>)<_(—X5_4)=%+X% | (x+3):(x—4) < 3x-5=A:(x—4)+B-(x+3)

x=-3 = 3:(-3)-5=A:(-3-4)+B-(-3+3) & T7A=14 o A=2
x=4 = 3.4-5=A.(4-4)+B-(4+3) & 7B=7 & B=1

X23_xx—_512 dX:J‘(%sJFXTlAf)dx =2In|x+3[+In|x-4|+C
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Oppgave 7.52

a) 2x245x+1 gy

X2+X
: 3x+1 _ 3x+1
(2x2 +5x+1).(x2+x) 2. 3<+X 24 x():<:1)
2x% +2x
3x+1
3x+l _

x{x+]) fer [x(x+1) & 3x+1=A(x+1)+B-X

x=-1 = 3-(-1)+1= A-(-1+1)+B-(-1) < B=2
x=0 = 3-0+1=A-(0+1)+B-0 = A=1

2x)2(+f))(<+1dx j(2+ +m)dx 2x+In|x|+2In|x+1+C
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34x2
J’2x +X 2x3dX

(2% +x —2x—3):(x2—1):2x+1+‘—2:2x+1— 2

2x° —2x
x> -3
x* -1
-2
2_=_A+ B |(x+1)-(x-1) < 2=A-(x-1)+B-(x+1)
(x+1)x-1) X+l x-

x=-1 = 2=A-(-1-1)+B-(-1+1) & 2A=-2 < A=-1
x=1 = 2=A.(1-1)+B-(1+1) & 2B=2 & B=1

IZXS“LXZ —2X=3 dy = J'(2x+1 (X+1+X 1))dx I(2x+1+ L)dx

X+l  x-1

=X +x+|n|x+]4—|n|x—]4+c

I2X3+Xz —2X3 fy = +x+|n|x+]4—|n|x—1|]z

=(3? +3+|n|3+1|—|n|3—1|)—(22 +2+In|2+1-1In|2-1))

_9+3+In4 In2-4-2- In3+|n1 6+In2—-In3

_2In2
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7.6 Funksjonsdrgfting

Oppgave 7.60
a)  Gitt funksjonen f (x) = 4xe™*

Nullpunkter der f (x)=0 = 4xe*=0 < 4x=0 (e*xio) < x=0

Funksjonen har nullpunktet x = 0.

b)  f(x)=4xe™ = f'(x)=4-e"+4x-e*-(-1)=4e —4xe* =4e*(1-X)

Toppunktder f'(x)=0 = 4e™(1-x)=0 < 1-x=0 (47 #0) < x=1

f(1)=4-1-¢ _4 Funksjonen har toppunkt i (1, ﬂj
e e

c) f'(x)=4e"(1-x) = f"(x)=4e"-(-1)-(1-x)+4e - (-1)=—4e ™ (1-x+1)=—-4e*(2-x)

Vendepunkt der f"(x)=0 =
~4e7(2-x)=0 < 2-x=0 (-4e” #0) < x=2

f(2)=4-2-¢* _8 Funksjonen har vendepunkt i (2%}

e’ e

e) 4

Lu v y v v ] » 8
F:_([4xe dx:{ﬂfx-(—l)e }-!4-(—1)e dx:(—4-1-e1—o)—[4e ]Z:-E—[g—4j=41—=5

0
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f) 1 2 1
V= nj(4xe‘x) dx = ﬂIlﬁXze_ZXdX
0

0
I16ux2 e 2dx = 16X’ '(—%V) e - I3u2’x'(—%v) e ?dx = -8x’e ™ + J'l(vivx e 2dx
=-8x’e ™" J{lgx-(—%)ezx —Ilwé.(_%v) ezxdx] =-8x’e —8xe " + I8e’2xdx
=-8x’e ™ —8xe ™ —4e ™ +C =—4e ™ -(2x* + 2x+1)+C

1

0

V= 7r'1[16x2ezxdx — - [—4e*“ (2%7 + 2x +1)]
0

7[[(— e ™ (2.2 +2:1+1))—(-4e°+(2:0? +2.0+1))}

4
4 20 20z
ﬂ{—e—z-S—(—4)} :ﬁ(_e_2+4j =4r— -2

Oppgave 7.61
a)

4x

Gitt funksjonen f (x) = —
X" +1

4x

Nullpunkter der f (x)=0 = —; 1:0 & 4x=0 < x=0
X*+

Funksjonen har nullpunktet x = 0.

b)  Ingen vertikal asymptote da x*+1# 0.

ax B4 0
Xowo = fX)=0—="t—=""2— > =0  Horisontal asymptote y = 0.
x*+1 x4+ 1 1+5 140
X X X
C) 4X
f(X)==

X"+
4-(X°+1)-4x-2x  ax’14-8x*  4-4x*  41-%") 4-(1-x)-(1+X)

(x2+1)2 (x2+1)2 (x2+1)2 (x2+1)2 (x2+1)2
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— | ; = f(-1)= 4'(;1) _A
4 (-1)+1 2
1-x Q------mmm-- 41 40
1+X """"""" (g f(l)_12+1_2_2
Nevner
PO O O -mmmmmmoooes Bunnpunkt i (-1,-2)
f Toppunkt i (1,2)
d) 4—4x*
f)=rg =
(x +1)

00 — 8- (x2+1) —(4-4x?)-2(x* +1) -2 _ ax(x*+1)[ 2(x* +1)—(4-4x) |

(x2+1)4
Cax(-2x -2-4+4x") 4x-(2x°-6) Bx-(x*-3) 8x(x—V3)(x++3)
(Y (s (1) (e
-3 2 1 0 1 2 3 X
VU IR -
T L o—
X3 ----m-eoe- <
Nevner
) -eeoeemee- O——0------- o—

f(ﬁ)(jﬁ'){il“fﬁ Vendepunkter i (—/3,~v3), (0,0) og (¥3,43).
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L]
i

4x dx
+1

X2

D

Innfareru=x>+1 = 3—u=2x |-2dx < 2du = 4xdx
X

x=0 = u=0°+1=1
X=2 = u=2°+1=5

2 4 2 l 5
F :.([Xzildx:.[xz+1-4xdx:.1[

0

1 2du =[2In|u|] =2In5-2In1=2In
u 1

Oppgave 7.62

a)  Vertikal asymptote der X’ +x—6=0 =

—114/12—4-1- -6) _
( ) 11;/%@)(:_3\/ X=2

X= =
2-1

Vertikale asymptoter der x=-3 og x = 2.

X—>0o = f(X)=— 5

X +x—6_L+

X 5
5x X2 X 0
X
2 T2

Horisontal asymptote y = 0.
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b :
) (1):12 f11—6 :_%:—% Tangeringspunkt (1,—%)
o9X
= s
(0 = 5-(x* +x—6)—-5x-(2x+1) |5 +5x-30-10x* 5% 530
(X2+X—6)2 (X2+X—6)2 (X2+X_6)2

—5-12-30 -35 35

Tangentens stigningstall: a= f '(1) = = =
g gning @ (12+1—6)2 16 16

y :—§x+b = —E:—§~l+b < b :E Tangenten gitt ved y :—§x+
16 4 16 16 16
C) Bly
E.
\\
5_
\._‘ ol
3.
2.
g 7 G 5 4 a3 I-2 1 1 2 a 4 & [} Tx
-1
-2 |
\\
-3 | \
-4 .\
1IN
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d)

. . 5x 35 15
Skjaringspunkter gittved ——— =—""x+—= <« 5x-16=(-35x+15)-(x*+x—6
Jeeringsp g x*+x—-6 16 16 ( ) ( )

< 80x =-35x>—35x? + 210X +15x*> +15x—90 < 35x°+20x*-145x+90=0

Vet at x =1 er en lgsning pa likningen, derfor kan vi utfgre polynomdivisjonen
(35x° +20x* ~145x+90) : (x —1) = 35x" +55x ~ 90
35x° —35x°
55x* —145x +90
55x* —55X

—-90x+90
-90x+90
0

35x° +20%" ~145x+90=0 <« (x-1)(35x*+55x-90)=0 <
x-1=0 v 35x*+55x-90=0 < x=1 v 7x*+11x-18=0 <
11+ 112 -4.7-(-18)  _11+/625
f=—g

x=1 v x= =
2-7 14
-11+25 -11-25 18
Xx=1 v x= =1 v Xx= =——
14 14 7
g 51 _ 5 clwy_ R =P a0
(-%) +(-%)-6 %7

Skjeringspunkter i (1,—%) 0g (_@ lO—SJ
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2INUS

e)  Flatestykket ligger bade over og under x-aksen, sa vi ma integrere over to omrader:

¢ 5x
Ix +X— 6 Ix2++x—6dx

-1

5x 5X A N B
x2+x—6_(x—2)(x+3)_x—2 X+3

& bx=A(x+3)+B(x-2)

x=-3 = 5-(-3)= A(-3+3)+B(-3-2) < 5B=15 < B=3
x=2 = 5-2=A(2+3)+B(2-2) < 5A=10 < A=2

0

F=l

1
| et e O Py
Y X+ Xx—6 X" ++x—6 X-2 X+3 X-2 Xx+3

0

=[2In|x-2/+3In|x+3] ~[2In|x-2/+3In|x+3]
=((2In|-2+31In[3)-(2In|-3/+3In|2])) ((2In|-1+ 3In|4) - (2In|-2|+3In3)))
=2In2+3In3-2In3-3IN2-3In4+2In2+3In3=4In3+In2-3In2?
=4In3+In2-6In2=4In3-5In2~0,929

1 1
%\ 16 16 32 16 i 32 16 32 16
35 15 405 135 2125
P —
32 16 56 56 224

t  bx o 2 3 )
J;ngJFX_GdX—J:78(EJr)(—+:de—[2In|x—2|+3ln|x+3|]_17B

=(2In[1-2/+3In[1+3)—-(2In|-£-2|+3In|-£+3))
=2In|-1+3In4-2In|-%|-3In|3|=3IN4-2(In32-In7)-3(In3-In7)

=3In2?-2In2°+2In7-3In3+3In7=6In2-10In2+2In7-3In3+3In7
=-4In2+5In7-3In3

) :%—(—Mn2+5In7—3|n3):%+4ln2 5In7+3In3~5,83
224 224
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Oppgave 7.63

a) F(x) = sin x
1+ cos x
K—L
. cosx-(1+cosx)—sinx-(—sinx) cosx+cos® x+sin’ x
= f (X) = 2 = 2
(1+cosx) (1+cosx)

cosx+1 (Treosx) 1

" (L+cosx)’  (1+cos X) (TFeasx) Ltcosx

b) . . 0-(1+cosx)—1-(—sinx sin x
fi(x) = = f'(x)= ( ) (2 ). 2
1+ cos x (1+cosx) (1+cosx)
SlnX . Xe<—7r,7r>
Vendepunktder f "(x)=0 = ————==0 <« sinx=0 < x=0
(1+cosx)
f(0)= sin0 0 0 Vendepunkt i (0,0).

1+cos0 :m:

)  Tangeringspunkt (0,0)

1 11

Tangentens stigningstall: a = f '(0) = =
J aning © 1+cosO0 1+1 2

y:%x+b = Ozl-0+b < b=0 Vendetangentengittvedy:%x.

d) ,

05|
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sin x
1+ cos X

Avgrenset flatestykke gitt ved F = j dx—.[%xdx
0 0

Innfgrer u =1+cosx = g—u:—sinx ‘-(—l)dx < (-1)du=sindx
X

X=0 = u=1l+cos0=1+1=2

x:% = u :1+cos%=1+0:1

t sinx F . t1 !
-!1+cosxdxz-([1+cosx.5m xdx:Jz‘U.(—l)du =[~=Infu|], ==In1-(~In2)=1In2

-%xz]c):%-(g)z—oaf—g F:InZ—%

[NEY

T
i
0

N

xdx=[

N~
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SINUS

MATEMATIKK

8.1 Differensiallikninger

Oppgave 8.10
) yw2y=0]e" o ye¥+2y-e”=0-e" < (ye”)=0 <

—2X

y-e¥=C |t < y= o y=Ce

e2x

b) y-4y=0]e™ e —dy.e =0 o (y-e"‘x)':O =N

< ye
y'e—4x=C |.e4x = y=Ce4x

C) y l+ 0’ OOly — 0 | e0,00lX P y " e0,00lX + 0, OOly . e0,00lX — 0 . e0,00lX o (y . e0,00lX )l — O o

0,001x __ 1 _ C _ -0,001x
y-€ =C | 00X < YT @0.00LX < y=Ce

1 43X

d) 4y'+12y=0 < y'+3y:O|.e3X & oyle +3y.e3X=O.e

3x

= (y~e3x)':0 =

y-e3X:C|-e3LX o y:e£ o y=Ce™

3x

Oppgave 8.11

) y+y=1|e" o y-e'+ye=le o (y'ex)':ex <
ye'=[ed o ye=e+Clk o y=1+ec_x & y=Ce"+1

—2X

b) y-2y=6le™ < ye¥-2y-e”=6e" o (ye¥)=6e" o

eZX:IGe—ZXdX P y.e—ZX:6'%2e—2 o y:_3+e_C2X & y:Ce2x_3

)  y'-0,002y=-0,004 e " < y.e " 0,002y e " =-0,004-e " &
(y.efo,oozx).:_0,004e70,oozx PN y‘efo,oozx:J'_0’004e70,002xdx PN

y'e—0,00ZX — _0’004 _01 o y CeO ,002x 2

—OOOZX
507 +C|—OOOZX o y=2+

-0,002x
e
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SINUS

MATEMATIKK

Oppgave 8.12

)  y4+3y=0|e" < y'e”+3y.e¥=0-e"

C
o

e (ye")=0 <

-3X

y-eSX:C|-e3LX o y= < y=Ce

x=0 A y=10 = Ce®* =10 & C=10 y=10e*
b) yi3y=6|e* o y.e¥+3y-e¥=6-e% o (y-e”)=6e" < y~e3x:.[6e3xdx =N

y-e>=6- & y=Ce¥+2

Wl

C
e +C |e3% N y:2+eaX

Xx=0 A y=10 = 2+Ce® =10 & C=8 y=8%+2

€ y+0,03y=0,09 | *™ < y.e"*+0,03y-e"* =0,09-e" < (y-e"*)'=0,09"" <
y-e00x = IO,O9e°'°3de & y-e"=0,09-ggze " +C |-—eo%3x sy :3+—ec': o

y=Ce " +3

X:o A y=10 = 3+Ce—0,03-0:10 = C:7 y=7e—0,03x+3

Oppgave 8.13
a)

y+y=x|e' o ye+y-e=xe o (ye')=x y.ex=f>u<ewxdx N

u' v

y-eX:xeX—jlexdx o y-ef=xef-e*+C |elX = y:x—1+ec—x & y=Ce*+x-1

b) y-2y=4x+2 [ o ye¥-2y-eP=4xeP+2.e¥ o
(ye™)=axe™+26" o ye”=[(4xe”+27)x <
y-e = I4x e’zxdx+_|'2e’2xdx & ye = 4x-_i2e’zx—j4-_l2e’zxdx+j2e’2xdx

-2X __ -2X 1 A-2x 1 A-2x -2X __ -2X —2X 1
ye=-2xe"+2He"+2. e e yet =2V -2"4+C | o

y=-2X-2+ ¢ & y=Ce®-2x-2

e—2x
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SINUS

MATEMATIKK

2X

) y+2y=8x |e¥ o y.e¥+2y-e”=8x"-e" o

u V' u v u' \
(v-e™) =8x’e® < y~e2X:I8x2e2de o y-ezx:8x2%ezx—j16x%ezxdx
Vv
woV w w' v
y-e“:4x2ezx—j8xe2X dx < y-e*=4x%>- 8x-%e2x—f8-%ezxdx =

C
y-e =4x’e™ —axe™ +4-1e”+C | L o y=4-4x+2+— o
e X

y=Ce ™ +4x* —4x+2

Oppgave 8.14

X

a) y+y=sinx [& < y.e'+y-e=sinx-e o

(y-ex)':sin x-e* < y-e :jsin xe*dx

u v u v u' v w v w v w' v
Isin xe*dx =sin x-ex—jcos x-e*dx =sin x-e* —Icos x-e*dx =sin x-e* —| cos x-eX—J'—sin X-e*dx

= Jsinxexdx=sinx-ex—cosx-ex—jsinxexdx = stinxexdx=sinx-ex—cosx-eX+C'

IEN '[sin xe*dx =%sin X-e* —%cosx-eX +C

X _Leiny.oX_1 X 1 1y 1 C
y-e —§S|nX'e —§COSX'e +C |e—x = y—73|nx—7cosx+e—x =

y =Ce ™ +3sin x—1cosx

b) y=Ce™+sinx-1cosx = y'=Ce™-(-1)+3%-cosx—%-(-sinx)=-Ce™ +3cosx+3sinx

2 2
[ — —X l l 1 —X l 1 _l
y+y=-Ce "+ 5COSX + 2S|nx+(Ce +5sInX 2cosx)
=—Ce™ +%cosx +%sin x+Ce™ +%sin X —%cosx =sinx  Lasningene passer i likningen.
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8.2 Praktisk bruk av differensiallikninger

Oppgave 8.20
a) y'=0,03y < y-003y=0[e*® < y.e®-003y.e*=0e"" &
C

-0,03t
e

0,03t)| — CeO,O3t

(y'e_ =0 < y'e_o’OSt:C|'efol,03t < y=

Randbetingelse: t=0 A y=20 = Ce’®°=20 < C=20

Folketallet i millioner etter t &r: y = 20e**

t=30 = y=20e""*~492  Folketallet etter 30 &r blir 49,2 millioner.

b)  Netto utflytting pa 120 000 gir likningeny'=0,03y -0,12 <

y'-0,03y=-0,12 [ e*® < y.e®®-0,03y-e°®=-0,12.e"" <
(y'e—0,03t)-: 0,12 e—0,0SI PN y.e—0,03t :j—0,12e‘°'°3tdt PN

y .e -0,03t _O 12 0 3 e —0,03t + C = y X e70,03t — 4e70,03t + C |. e_oj:oat = y CeO ,03t 4
Randbetingelse: t=0 A y=20 = Ce’®°4+4=20 < C=16

Folketallet i millioner etter t &r: y =16e*™ +4

t=30 = y=16e""*+4~434
Folketallet etter 30 ar blir etter denne modellen 43,4 millioner.

Oppgave 8.21
a) y| — 2 1015)0%05)00 y = y + O 001y 2 | eO ,001t = yl eO ,001t + 0, 001y . e0,00lt — 2 . e0,00lt =
(y . eO,OOlt ) =2 e0,00lt P y . e0,00lt — I e0,00ltdt =

0,001t 0,001t 0,001t 0,001t -0,001t
y e =2 555" +C & y-e"™=2000"" +C | Gpr <« y=Ce ™ +2000

Randbetingelse: t=0 A y=0 = Ce®®%4+2000=0 < C=-2000

Kjemikaliemengden i tonn etter t ar: y = 2000 — 2000e >*"
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P =

-0,001t

b) to5w = ™™™ 50 = y-—2000 Kjemikaliemengden vil nerme seg 2000 tonn.

C)  y=2000-2000e %% ~612 Etter ett ar vil kjemikaliemengden vaere 612 tonn.

d)  Kjemikaliemengden i innsjgen vil etter at utslippene har stoppet, veere gitt ved y = 612e %",

100

In &35
612¢°° =100 < e =10 < _0,001=Ind o t=—"5l2 11812
~0,001

1812dggn = %ér ~5ar  Detvil ga ca. 5 ar for kjemikaliemengden i innsjgen er 100 tonn.

Oppgave 8.22
a) y'=-0,002y < y+0,002y=0}e"" <« y.e*** 40,002y -e*** =0-e*"" <

0,002t _ Ce—O,OOZt

0,002t \1 _ .
) =0 < y-e eo,oozt -

(vee

=C |eooﬁ & y=
Randbetingelse: t=0 A y=5 = Ce?%"°=5 & C=5

Mengde radioaktivt stoff etter t ar: y = 5e %

y=25= 5% =25 & ??"=-05 & -0,002t=In0,5 < t=-20 ~347

-0,002

Stoffmengden vil veare halvert etter 347 ar.

b)  Stoffmengden vil na veere gitt ved likningen y'=-0,002y +0,010 <>

y'+0,002y =0,01 | €°® < y'e®® 10,002y 6™ =0,01-e°%% &

(y.e0,00Zt)u _ O,Oleo’OOZt PN y.eo,oozt _ J‘QOleo,oozt dt < y_eo,002t =0,01- - (%02 e0002t | & oy

0,002t __ 5 0,002t

y-€ e +C |EOO% & y=5+ C — 54 Ce 0002t

0,002t
€

Randbetingelse: t=0 A y=5 = 5+4+Ce?™™°=5 & C=0 = y=5

Mengde radioaktivt stoff vil da veere konstant 5 kg.
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8.3 Separable differensiallikninger

Oppgave 8.30
R e L I e R & A
I%dyzj-—de o Injy|=-2x+C' = |y|=e>¢ o |y|=e?

2X —2X

y=+e“.e? & y=Ce

b) y-2y=6 < y'=2y+6 < y'=2-(y+3) |er3 =N ﬁ~y':2 =N

y+3 dy=2dx < jy+3y jde < Inly+3=2x+C' <

ly+3=e"° < |y+3=e"-e" < y+3=1e"-e” o y=Ce”-3

Oppgave 8.31
) yuoxy=0 o y'=-2xy [+ e Fy'=-2x & %-%:—ZX & fody=-2xdx <

I%dy:j—Zxdx < Inly|=-x*+C' < |y|:e—x2+C' < |y|=e—x2.e0' <

y=+e.e¥ o y=ce™®

b)  yisinx.y=0 < y':—sinx-y|-% = %-y':—sinx =N %-%z—sinx =
$-dy=-sinxdx < j%dy:j—sinxdx & Inly|=cosx+C' & |y|=eC <
|y| — eCOSX .eC' P y — ieC 'eCOSX = y — Cecosx

c) Xy+y=0 < xy'= %.y-:_% N %%:_x_l? -
%~dy_——dx o j—dy Ixzdx o In|y| _Ll +C! |y|=ex—1+C' -
|y|=e71<-e°' & y=+e° e o y=Ce%

Oppgave 8.32

Vow=(xry iy & Fy=R e =i e
j%dy:j(u%)dx < Inly|=x+2In|x|+C" < |y|:eX+2In‘x‘+C'

c' X 2

2
ly|=e*-e"e® o y=2ee*.x* & y=Cx
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c)
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b) 4yy'-e"=0 < 4yy'=¢" o 4y%:eX & Adydy=e'dx <
J'4ydy—_|'exdx o 2P =e"+C' o y'=1e'+

x , C'
20T <
y_2e +C & y= 1/2e +C
1
y_6— o Jyy'=6x* < yzgi 6x? < yldy=6x%dx <
2dy = | 6x°d Ly?_ox*4C 242 _ox*4C
'[yy_J.xx<:>gy_+ o fy?=2x+ =
3 2 3 3
y?=3x"+5C 2

& Ye=

IH+C & y=(3x+C) o y=f(3x+C)




8.4 Logistisk vekst

Oppgave 8.40
=0,05 <

D y'=0,05y-(1-45) |30 < 30y'=0,05y(30-y) y(30 y)

30 dy_ 30

oy 008 < y( ] j—dy fo,05dt <
j%—{dy 0,05t +C

0 _Ay B — A(30-

B0y Y tay © 30= A(30-y)+By

y=30 = A(30-30)+B-30=30 < B=1
y=0 = A(30-0)+B-0=30 < A=1

[ty =[(3+ sy =iyl &p-injso-y

In[y|-In[30-y|=0,05t+C & Inf|=0,05t+C & |z |=e?®C o

30y

Y _~ 0,05t
= T_y—C (5]

30-y|

y 0,05t .C y C. 0,05t
‘30 y‘ e’ -e = m—ie e =

—0,05t

1
y=C-e%%.(30-y) = oo Y =30-y & yrKe'y=30 o

30

(l+ Ke—O,OSt ) y= 0 < y= 14 Ke70,05t

t=0 A y=20 = L:ZO = 30

1+ Ke %9 k0 o k=

& K=0,5

N|o.)
=

30
1+0,5e %

e

Folketallet etter t ar er gitt ved y =

b)
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d)

30

y =Wz 23,0 Folket
1035%: 25 < 1+ 0,59_0’05’(
+U,0€e ™

2]
allet etter 10 ar blir 23 millioner.
301
_ 30 -0,05t __ 25 — __
=55 < € =05 = 0,4 <

—0.05t=In04 <« t=104 183

-0,05

Etter 18,3 ar vil folketallet vaere 25 millioner.

Oppgave 8.41

a)

y'=0,10y-(1-o35) 200 < 20

200 dy _ 01 < 200 gy —

y(200 y) at — y(ZOO—y)
200
J.gd2 00 y=0,1t+C
200 _ A _
y(200—y) +200 v < 200=A

200y"

0y'=0,1y(200-y) < 200

0,ldt < I%dy foidt «

(200-y)+ By

y=200 = A(200—200)+B-ZOO:200 & B=1

y=0 = A(200—0)+B-O=200

< A=1

or=[{4 g = oo

0,1t+C
In[y|-1n[200-y|=01t4C & Infpd—|=01t+C & |pd]-e
y |_.01t .C Yy C 01t Y  _~ o01t
‘W_y‘—e -e = 200-v y =xe~.e” = W_y—C'e =
1 .
y=C-e".(200-y) < m-y:ZOO—y o y+Ke®.y=200 <
200
1+Ke®™)y=200 & y=——nr
( )y y 1+ Ke—O,lt
200 200 200
t=0 A y=300 = Ke’°’1'°:300 1+K:300 < 1+K=%p
: . . 200
Antall rein etter t ar er gitt ved y = 1—%e‘°'“
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1=

o 200 . o L
) Y =—T om0 ~ 228 Antall rein etter 10 ar blir 228.
1-3e
D20 50 o 1-fe-20 o e B g5 o
1_1gox 3 25 1 '
3 3
01t=In06 = t="00.5;
Etter ca. 5 ar vil antall rein vere 250.
Oppgave 8.42
a)
Arstall | 1990 | 1994 | 1998 | 2002 | 2006 | 2008
t (4r) 0 4 ) 12 16 18
¥ 200 40 T0 90 | 125 | 140
e
b =i 16199611 Antall fjellrever t ar etter 1990 er gitt ved
¢ =154 19687
MEe=15. 9624327 195
w=C+ll+a e -bhxad y = 0165t
[EoFT 1+7,41e ™
b)
—

) toow = e 0 = y-»195
Ifalge modellen vil antall fjellrever etter lang tid nserme seg 195.
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d)
y=17 ifso 50 ~ 151 1 2010 vil antall fjellrever ifglge modellen vere 151.
+7,41e™
K 1P 175 o 1474100 o1 o eoan I 015 o
147,410 ’ 17 7,417
In0,015 _
—0,162t =In 0, 015 < t= m ~ 26

Antall fjellrever vil ifglge modellen veere 175 i 2016.

Oppgave 8.43

a) Arstall 19501 198511990 1 1995 | 2000 1200 Casio gir her galt svar, - uvisst av hvilken
= - - grunn. Texas gir det riktige svaret.
t (4r) 0 S| 10| 15| 20 | 25
v (millioner) | 20 |21,6| 23,0 | 243253 | 26,2
— Folketallet t ar etter 1980 er gitt ved
LR e
b =?r;a1524 20 y= 29,7
- = =
MSe=H, 12 1+ 0, 487e—0,0514t
WSS = - 2
C
b) =y ] O B e e

0 %5

—0,0514t

) tow = e -0 = y-—>297

Ifalge modellen vil folketallet etter lang tid neerme seg 29,7 millioner.

d) 29,7
Y =170 4876 050w

~ 26,9 I 2010 vil folketallet ifalge modellen bli 26,9 millioner.

CAPPELEN DAMM



€)

29,7 _ -0,0514t __ 29,7 -0,0514t __ %'57_1
10,4876 0% 25 < 1+0,487e =5 & e = 0487
~0,0514t=1n0,386 <« t=1038 155

~ -0,0514

| midten av 1998 vil folketallet veere 25 millioner.
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8.5 Retningsdiagram

Oppgave 8.50

a) Ty B Equation 1: y'-y=2
uation 2 y=x-2
+ uation 3 w=3x-2
4 y=-2u-2
C) 2 uation 5 y=-2
uation & y=-2
14
/
1 Fary !
1 A s 1
-3 -2 = 1 2 3

dg L

) yye2 e ez o y=bed) o ghy=h e ghty=toco

Iﬁdy:j%dx o hly+2/=In|x+C' < |y+2/=e""" o |y+2/=¢|x <

y+2=4e"-x < y=Cx-2

Oppgave 8.51

a) 3TY B Eguation 1: 2yy'=ey2
I Ecuation 2. y=t-/(2"x+2x)
+ B Ecusti (281
I Equ (2"t 2x-3)
C) 2 B Ecuation 5 y=2-/(2"%+2x-5)
O Ecuation B: y=t~/(8"x+2x43)

b) 2yy'=e¢'+2 o 2ydy:(ex+2)dx & IZydy:I(eX+2)dx & yV=e'+2x+C &

+/e*+2x+C

y
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Oppgave 8.52

a) I Ecuation 1: y'ry=x
M Ecuation 2; y=x-1
+ B Equation 3: y=x-1+e*(-x)

I Equation 4. y=x-1+3%-x)
W Egustion 5: y=x-1-2e-x)
O Ejuation 6: y=x-1-8e(-x)

b) yuy=x|e & ye+ye=xe o (ye)=xe o y-eX:'[x-ede o
y-exzx-ex—jl-exdx < y-ef=xe"-e"+C < y:x—1+eC—X =

y=x-1+Ce™
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8.6 Andreordens differensiallikninger

Oppgave 8.60
a) y'-y=-2y=0

(-

Karakteristisk likning:r’ ~r-2=0 = r=

I+
=2
|
[BEN
L~
N
|
SN
[HEN
R
N
~—

Generell lgsning y =Ce ™ + De*

b) y=Ce™+De” = y'=-Ce*+2De” = y"=Ce*+4De*

y'-y'—2y = (Ce‘X + 4De2x)—(—Ce‘X +2De* ) - 2(Ce‘X + Dezx)
=Ce * +4De** +Ce* —2De** —2Ce* —2De** =0
Lgsningen stemmer.

) y=Ce*+De* = y'=-Ce*+2De” = y"=Ce*+4De*

y'-y'—2y = (Ce‘X +4De2x)—(—Ce‘X +2De? ) - 2(Ce‘X + Dezx)
=Ce *+4De** +Ce* —2De* —2Ce ™ —2De** =0

Xx=0A y=2 = Ce’+De**=2 & C+D=2 < C=2-D
Xx=0A y'=1= -Ce’+2De*’=1 < 2D-C=1

2D—(2—D)=1<:> 2D-2+D=1 < 3D=3 < D=1

=e " +e¥
C=2-1=1 } ==

Oppgave 8.61
a) y"-7y+12y=0

o —(-7)£(-7)" -4-112
Karakteristisk likning:r> —7r+12=0 = r= 51 & r=3v

Generell Igsning y = Ce* + De*

b) y"+y-6y=0
~1+,/1” - 4-1:(-6)
2-1

& r=2 v r=-3

Karakteristisk likning:r* +r-6=0 = r=

Generell lgsning y = Ce”* + De ™
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c) 2y"-4y=0
Karakteristisk likning:2r° —4=0 < 2(r’-2) < r=v2 v r=-2

Generell lgsning y = Ce¥2* + De ™

d 3y"+6y'=0
Karakteristisk likning:3r* +6r =0 < 3r(r+2)=0 < r=0v r=-2

Generell lgsning y =Ce*° +De™ « y=C+De™

Oppgave 8.62
a) y"-6y+9y=0

—(=6)++/(-6)" —4-1-9
Karakteristisk likning:r> —=6r+9=0 = r= ( ) (21) < r=3

Generell lgsning y = (C + Dx)e*

b) y=(C+Dx)-e* = y'=D-e*+(C+Dx)-3De’* =(D+3C+3Dx)-e*

x=0A y=1 = (C+D-0)e*’=1 & C=1
x=0A y'=5b= (D+3C+3D-0)-e*°=5 < 3C+D=5 = D=5-3.1=2

y =(1+2x)-e*

€) y=(C+Dx)-e* = y'=D-e¥+(C+Dx)-3De* =(D+3C+3Dx)-e*
= y"=3D~e3X+(D+3C+3Dx)-3e3x=(D+D+3C+3Dx)3e3x

y"-6y'+9y =(D+D+3C+3Dx)3e* —6-(D+3C +3Dx)-e* +9-(C + Dx)-e*
=3e* ~(2D+3C +3Dx-2D-6C -6Dx+3C +3DX)=3€3X -0=0
Lgsningen stemmer.

Oppgave 8.63
a) Yy'+4y+4y=0
A+~4*—4.1.4

Karakteristisk likning:r? +4r+4=0 = r=— 51 & r=-2

Generell lgsning y = (C + Dx)e >
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b) y'-10y'+25y=0

—(~10):+,/(~10) ~4.1.25

Karakteristisk likning:r> =10r +25=0 = r= o1

Generell lgsning y = (C + Dx)e>

c) y"-y-12y=0

(-D)y(-1) ~4-1(-12)

2-1

Karakteristisk likning:r> —r-12=0 = r= o r=-3 v r=4

Generell lgsning y =Ce™>* + De*¥

Oppgave 8.64
a) y"+9y=0
Karakteristisk likning:r2+9=0 = r=+J-9=+/9-/-1=43J/-1 = p=0 A q=3

Generell lgsning y =e™-(Csin3x+Dcos3x) < y=Csin3x+ Dcos3x

b) y=Csin3x+Dcos3x = y'=C-3cos3x+D-3(—sin3x)=3C cos3x—3Dsin3x

X=0A y=1 = Csin3-0+Dc0s3-0=1 < D=1

- y =1sin3x+ cos 3x
Xx=0A y'=1 = 3Cc0s3-0-3-1:s5in3-0=1 < C=% 3

C) y=2sin3x+cos3x
= y'=%-3-c053x+3-(—sin3x) =0s3x —3sin 3x

= y"=3:(-sin3x)-3-3-c0s3x = —3sin 3x —9cos3x

y"+9y =-3sin 3x—9c053x+9-(%sin 3x+c033x) =-3sin3x—9c0s3x+3sin3x+9c0s3x =0

Lasningen i b stemmer.
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Oppgave 8.65

a) y"+2y+5y=0
Karakteristisk likning:r> +2r+5=0 =

o 28N20 415 2+y-16 _ —2x4-J1

21 2 2

——1+2J-1= p=-1 A g=2

Generell lgsning y =e™-(Csin 2x+ D cos 2x)

b) y=e™*.(Csin2x+Dcos2x) =
y'=—-e™-(Csin2x+Dcos2x)+e™-(2C cos 2x+ 2D (—sin 2x))
=—e™*.(Csin 2x+ Dcos2x—2C cos 2x+2Dsin 2x)=—e - ((C +2D)sin 2x +( D — 2C ) cos 2x)

x=0A y=2 = e°-(Csin0+Dcos0)=2 < D=2
Xx=0A y'=1 = —e°((C+2-2)sin0+(2-2C)cos0)=1 < 2C-2=1 < C=3

y=e X ~(%sin 2x+2c052x)

C) y=g¢X -(%sin 2x+2c032x)

= y'=—X ~(%sin 2x+2cos2x)+e_X -(%-2~c052x+2-2~(—sin ZX))

—e % -(—%sin 2X —2C0S2X +3¢0s 2X —4sin 2x) —e % -(—1—213in 2X + COS 2x)

= y"'=—e% -(—1—213in 2X +C0S 2x)+e_X (—1—21 2-cos2x+2-(—sin 2x))

e

y"+2y'+5y=e* ~(%sin 2x—12cos 2x)+ 2.7 % ~(—1—215in 2X +C0S 2x)+5-e_x -(%sin 2X+2¢0S 2x)

1sin 2x —cos2x—11cos2x —2sin 2x) —e X -(%sin 2x—12cos 2x)

N2

—e X -(%sin 2Xx—12¢c0s2x —11sin 2x + 2¢os 2x+%sin 2x+10cos 2x)

=e X -((%—1l+%)sin 2x—(12-2-10)cos 2x) =e X.(0-sin2x-0-cos2x) =0

Lasningen i b stemmer.
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8.7 Udempet svingning

Oppgave 8.70
a)  0,2y"+20y=0
Karakteristisk likning: 0,2r* +20=0 < r*=32=-100 < r=+4/100-v-1=+10V-1

= p=0 A =10

Generell lgsning y =e™ -(Csin10t+ Dcos10t) < y=Csin10t+ Dcos10t
= y'=10C-c0s10t-10D-sin10t

Velger positiv retning oppover =

Posisjon

t=0An y =-0,10 = Csin0+Dcos0=-0,10 <& D=-0,10
y =-0,10co0s10t

Fart

t=0 A y'=0 = 10C-c0s0-10D-sin0=0 < C=0

b) A=]-0,10/=0,10 Amplituden er 0,10 m.

p= % =Z~0,628 Perioden er 0,628 s.
c)

0.05
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Oppgave 8.71

a) 0,15y"+21,6y=0
Karakteristisk likning: 0,15r° +21,6=0 < r? :%z—lM N

r=+J144 \-1=+12J/-1 = p=0 A =12

Generell lgsning y =e* -(Csin12t+ Dcos12t) < y=Csinl2t+Dcosl2t
= y'=12C-.c0s12t-12D-sin12t

Velger positiv retning oppover =

Posisjon
t=0A y =0,20 = Csin0+Dcos0=0,20 < D=0,20

Fart

t=0 A y'=0 = 12C-c0s0-12D-sin0=0 < C=0

y =0,20cos12t

b) A=[0,20/=0,20 Amplituden er 0,20 m.

p=2Z= Z~0,524 Perioden er 0,524 s.
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Oppgave 8.72

a) 01y"+10y=0

Karakteristisk likning: 0,r* +10=0 < r?=72=-100 <

r=+/100-+/-1=%t10J-1 = p=0 A =10

Generell lgsning y =e” -(Csin10t + Dcos10t) < y =Csinl0t+ Dcos10t
= y'=10C-cos10t —10D -sin10t

Velger positiv retning oppover =

Posisjon

t=0A y =010 = Csin0+Dcos0=0,10 <« D:%

=
Fart

t=0 A y'=+3 = 10C-c0s0-10D-sin0=+3 < c:§

NE

y =—sin10t + icolet
10 10

BY (1)2 \/ 3 1 \/ a2 1
A= l|l—| +|—=| = + = === =
10 10 100 100 100 10 5

y -1 sinlOt-£+cos10t-l :l-sin(10t+¢))
5 2 2) 5

&

cosp=3 A sing=1 = gp=

olN

y = %sin(lOt +%) = %sin (lo(t +%))

b)  A=[0,20]=0,20 Amplituden er 0,20 m.

p=2Z=Z~0,628 Perioden er0,628s.

AN
\HERE

i E_/ZE E/ZE E/éﬁx
NEVIEVIEY
-0.2
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Oppgave 8.73
Generellt for udempet svingning: my "+ ky =0

=18
0
"
I+
S~
I
H
=]
N

Karakteristisk likning: m-r’+k=0 < r°=x

= y=Csin\/%t+ Dcos\/%t

Svingetiden er det samme som perioden = p= 2z = 27 = =27 @ =2r- \/E

Tzzﬁ.\/ﬁ
__Vk
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8.8 Dempet svingning

Oppgave 8.80
a) 0,5y"+35y+3y=0
e e —35+4/3.52-4.0.5.
Karakteristisk likning:0,5r* +3,5r+3=0 = r= 35 3;’5054 053
r=—=-6v r=-1 = y=Ce®+De' = y'=-6Ce™-De"

Velger positiv retning oppover =
t=0 A y=-0,3 = Ce®+De’=-0,3 < C+D=-0,3
t=0 A y'=0 = -6Ce®-De’=0 & -6C-D=0 < D=-6C

C+(-6C)=-03 < -5C=-0,3 < C=0,06 = D=-6-0,06=-0,36

Posisjonen til loddet etter t sekunder er gitt ved y = 0,06e™* —0,36e™".

b) y

0.2

0.1

»

-0.1]

-0.2

flx) = 0.06 eM-6x) - 0.36 e™(-x)
.04

.

-

Loddet naermer seg likevektsstillingen nedefra og etter ca.5 sekunder slutter det a svinge.
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Oppgave 8.81
a) 01y"+0,6y+0,9y=0 < y"+6y+9y=0
—_— 2— . .
Karakteristisk likning:r* +6r+9=0 = r= 6+ 621419 & r=-3

= y=(C+Dt)e™ = y'=De*+(C+Dt)e™ (-3)=e™.(D-3C-3Dt)

Velger positiv retning oppover =
t=0 A y=0,2 = (C+D-O)e°=0,2 < C=0,2
t=0 A y'=0 = e°-(D—3-0,2—3D-0):O < D=0,6

-3t

Posisjonen til loddet etter t sekunder er gitt ved y = (0, 2+0,6t)e

b)

Loddet naermer seg likevektsstillingen ovenfra og etter ca.3 sekunder slutter det & svinge.
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Oppgave 8.82

a) 0,4y"+0,8y+20y=0 < y"+2y+50y=0
Karakteristisk likning:r* +2r+50=0 =

f— 2— . . —_— . —_—
c_T2EN2-4150 241961 oo

21 B 2
= y=e"-(Csin7t+Dcos7t)
= y'=—e"'-(Csin7t+Dcos7t)+e" -(7Ccos7t—7Dsin7t)
=e - (—-Csin7t—Dcos7t+7Ccos7t—7Dsin7t)=e™-((-C —7D)sin 7t +(7C — D)cos 7t)

Velger positiv retning oppover =

t=0 A y=0,4 = e’-(Csin0+Dcos0)=04 < D=0,4

t=0 A y'=0 = e ((-C-7-0,4)sin0+(7C-0,4)c0s0)=0 <
71C-0,4=0 < C=~0,057

Posisjonen til loddet etter t sekunder er gitt ved y =e™ -(0,057sin 7t +0,4cos 7t).

b)

/\ /N~ . Loddet svinger om likevektslinja med
I \/ R RE |5 " mindre og mindre amplitude og stopper
etter ca. 6 sekunder.

O = 006 sintF O+ 04 costF M
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