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ALGEBRA



Algebra, eller bokstavregning, viser generelle sammenhenger. Tallregning eller aritmetikk gir oss mer spesielle sammenhenger.

Eksempel 1:

En sirkel har radius 10 cm. Hva er arealet av sirkelen?

Arealet blir: A= 10cm • 10cm • π =314,2 cm2. Men, det gjelder bare når radius i sirkelen er 10 cm. For alle andre radier er dette arealet feil.

Et areal som gjelder for alle radier er:
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Vi ser at bokstaver gir en formel som er mer allmengyldig enn i aritmetikken (tallregning).

Av og til skrives ikke multiplikasjonstegnet mellom faktorene; a•b skrive ofte som ab og g•(h+f) skrives gjerne som g(h+f). Selv om vi ikke skriver multiplikasjonstegnet er det der alikevel.

Når man regner med tall og parenteser har man muligheten til å trekke sammen parantesene før man løser de opp, i algebra er denne muligheten begrenset da man ikke uten videre kan trekke sammen for eksempel a + b. Før du går løs på regning med bokstaver er det derfor viktig at du kjenner reglene for regning med paranteser.

Alle regneregler du kjenner fra tallregning gjelder også for algebra. La oss se på noen regler:
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KVADRATSETNINGENE



De første fire setningene kjenner du forhåpentlig igjen fra tallregningen. De neste tre setningen kalles for kvadratsetningene. Nr. (7) kalles av og til for tredje kvadratsetning, den er også kjent under navnet konjugatsetningen. 
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Nr. (6) er andre kvadratsetning og nr. (5) er første kvadratsetning. Første kvadratsetning er illustrert grafisk nedenfor. Disse syv setningene bør du lære deg utenat, begge veier. Årsaken til det er at du er avhengig av å gjenkjenne utrykk som en eller flere av disse sammenhengene. Da er det liten hjelp i å ha formlene pent oppskrevet i formelboken, om du ikke kan bruke dem. Vi skal se på dette i eksemplene nedenfor. 
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EKSEMPLER



Fra tallregningen er vi vant med at svaret blir et tall bestående av et eller flere siffer. Det ser veldig pent ut. 

I algebra blir gjerne svaret flere bokstaver, ledd, produkter og brøk. Dette er helt ok! Ikke noe å bekymre seg over. Jo før du aksepterer dette jo bedre. 

Eksempel 2:
Forkort uttrykket: 
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Vi ser at (x-1) er en faktor i både teller og nevner, derfor kan vi forkorte den bort. Det blir imidlertid stående en igjen. Det er bare når vi har faktorer at vi kan forkorte. Dersom vi har et ledd kan vi ikke forkorte, selv om leddet er en del av en faktor. (Vi kan selvfølgelig forkorte hele faktoren dersom det er mulig.) 

Hvilket av de to svarene vi velger avhenger av smak og behag og hva vi skal bruke resultatet til. Begge bør bli godtatt. 

Eksempel 3:
Skriv enklest mulig: 
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Husk at når du forkorter blir det alltid en igjen. Selv om vi har forkortet bort tre u'er i teller og nevner står vi fortsatt igjen med en i teller

Eksempel 4:
Skriv enklest mulig: 
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Av og til må man bare akseptere at utrykket ikke kan forkortes. Da er det bare å sette to streker under svaret. Det kunne jo være fristende å prøve å forkorte a'ene, men det er ikke mulig da a'ene i teller ikke er en faktor, men et ledd. 

Eksempel 5:
Skriv enklest mulig: 
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Vi skal prøv å forenkle utrykket. Det ser jo ikke spesielt lovende ut her.. Vel, hovedregelen når vi skal forenkle brøkuttrykk er å tenke faktorisering. Vi ser at telleren er andre kvadratsetning og kan skrives som (w - 3)(w - 3). I nevner ser vi at tallet to kan settes utenfor en parentes. Utrykket i parentesen gjenkjenner vi som konjungatsetningen. Vi får: 
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Eksempel 6:
Trekk sammen og skriv enklest mulig: 

[image: image10.png]S @r+3Rx-3) -455- (6+ 2207 (4 - 6207+ (2x)=

Ax? 9) 4% —(36 24x+4x% )—(1648x+36x JHAx?=







Regelen er at vi multipliserer ut alle parentesene først. Deretter samler vi andregradsleddene for seg, førstegradsleddene for seg og tallene for seg. Dette er enkelt nok, men tidkrevende. Vær forsiktig, det er lett å gjøre fortegnsfeil her! 

Eksempel 7:



Skriv enklest mulig:
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Først finner vi fellesnevner. Sett utrykket på felles brøkstrek. Multipliser ut i teller og trekk sammen. La nevner stå faktorisert. Når teller er regnet ut faktoriseres den. Forkort det som er mulig, i dette tilfellet 2•2.
FUNKSJONER I

Koordinatsystem

Et koordinatsystem består av to tallinjer som står vinkelrett på hverandre. Vi kaller disse tallinjene for akser. Punktet der aksene krysser hverandre kalles for origo. Den vannrette aksen kalles for x- aksen eller første aksen. Den loddrette aksen kalles for y- aksen eller andre aksen.

Et punkt kan bestemmes med to tall ( et tallpar ) som vi kaller koordinater. Tallpar skrives på formen (x,y). Origo har koordinatene (0, 0). Man oppgir alltid x verdien først . Punktet (1,3) har verdiene x = 1 og y = 3. Her er eksempler på noen punkter: A (1,2), B (4,0), C (-1, -2), D (-2, 0).
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Graf



En graf er en kurve (linje) som viser sammenhengen mellom to variable størrelser, for eksempel x og y.
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Det er viktig å legge merke til at dersom kurven representerer en funksjon finnes det bare en Y verdi for hver X verdi. For en Y verdi kan det finnes flere X verdier. Dersom x er forskjellige tidspunkt på dagen og y er temperaturen, betyr det at et tidspunkt kan kun ha en temperatur, men en temperatur kan ha forekommet flere tider på dagen. 

Funksjon



Hva er en funksjon? 

La oss tenke oss en liten tunnel som det går an å kjøre en bil gjennom. Hver gang en rød bil kjører inn i tunnelen er den blå når den kommer ut. Når en svart bil kjører inn er den blå når den kommer ut. Når en grønn bil kjører inn er den blå når den kommer ut. Når en blå bil kjører inn er den blå når den kommer ut. 

Hva er tunnelens funksjon? 

Jo, den maler alle biler blå. 

La oss tenke oss at vi har en liten boks med et hull i toppen og et i bunnen. Når vi putter et tall inn i toppen kommer et annet tall ut i bunnen. La oss gi boksen vårt et navn. La oss kalle den for Y. 

Vi putter tallet 3 inn og får ut tallet 5. 
Vi putter tallet 1 inn og får ut tallet 3. 
Vi putter tallet 7 inn og får ut tallet 9. 
Vi putter tallet -3 inn og får ut tallet -1. 
Vi putter tallet -1 inn og får ut tallet 1 
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Hva gjør denne boksen vår? 
Den legger til to til det tallet som blir stappet inn i boksen. Husker du at vi kallet boksen for Y? La oss kalle tallet vi putter inn for x. 

Vi kan skrive dette slik matematisk: 

(1) 

Y = X + 2



Y = X + 2 kalles for funksjonsutrykket. 
Vi sier at Y er en funksjon av X. Verdien av Y avhenger av verdien av X. Detter er det vi kaller en lineær funksjon, dvs. en rett linje. 

DEN RETTE LINJE



Det at en funksjon er lineær betyr at om vi tegner grafen i et koordinat system med X verdier på førsteaksen og Y verdier på andreaksen får vi en rett linje. Alle lineære funksjoner er av typen

(2) 

Y = aX + b



I vårt eksempel er a = 1 og b = 2. 

Vi må se litt nærmere på hvordan vi tegnet grafen. 

VERDITABELL



Måten vi tegner grafen til en funksjon på er at vi lager en verditabell, det vil si en tabell som har X og Y verdier.

Vi velger selv X verdier. Når vi har valgt en X verdi setter vi den inn for X i funksjonstrykket (1). Da får vi en Y verdi som hører til X verdien.

Disse resultatene setter vi inn i en tabell, som vist nedenfor. Ut i fra disse verdiene tegner vi grafen. I vårt eksempel kan verditabellen se slik ut:
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Og grafen ser slik ut: 
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Når funksjonen er lineær, dvs. er en rett linje, trenger vi kun to punkter for å kunne tegne grafen. Vi skal sener se at ikke alle funksjoner er lineære. I slike tilfeller trenger vi flere punkter.

La oss se litt nærmere på ligningen 

(2) 

Y = aX + b 



Det tallet som står foran X forteller hvordan linjen stiger.

Dersom a er positiv betyr det at grafen stiger mot høyre, med økende x verdi. Desto høyere a verdi, desto brattere stiger grafen. 

Dersom a er negativ betyr det at Y avtar mot høyre, eller med økende X verdi.

Tallet b forteller hvor grafen krysser Y aksen. Når grafen krysser Y aksen er X verdien lik null. 

Vi ser at om vi setter X lik null inn i funksjonsutrykket får vi Y = b. 

Når du får litt trening kan du tegne grafen til en rett linje direkte fra funksjonsutrykket, bare ved å se på a og b, men husk at en verditabell vil alltid kunne være til hjelp. 

ETTPUNKTSFORMELEN

Dersom du kjenner et punkt på linjen og stigningstallet kan du finne funksjonsutrykket ved å bruke følgende formel: 
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Ligningen for en rett linje gjennom et punkt (x1,y1) med stigningstall a. 
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Ved å se på figuren over kan vi vise at ligning (3) stemmer. Vi bruker figuren og relasjoner mellom trekanter. Av det kan man utlede ligning (4). Vi ordner (4) med hensyn på b og får (5): 
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Ved å sette (5) inn i (2) får vi (3): 
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Dette var metoden for å finne funksjonsutrykket om du kjenner stigningstallet og et punkt. Ofte er det slik at du kjenner to punkter, men ikke stigningstallet. Da kan denne formelen hjelpe deg: 
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Dette er ligningen for stigningstallet a. Denne ligningen lar seg lett vise med en enkel figur. 
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Om vi kombinerer (6) med (3) får vi ligningen vi må bruke for å finne funksjonsutrykket når vi kjenner to punkt. 

(7) 
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GEOMETRI II

SPEILING OM EN LINJE

Når du betrakter deg selv i speilet vil du se følgende: Dersom du beveger deg mot speilet, vil speilbildet bevege seg mot deg. Dersom du rygger vil speilbildet trekke seg tilbake. Tenk deg at vi kunne observere dette fra siden, da ville vi ha ditt hode og speilbildet i profil, og speilet ville bare være en strek (fordi vi ser det fra siden). Dette kan se noe slik ut:
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Når vi i matematikken skal speile noe om en akse eller linje gjør vi følgende: Vi trekker linjer fra punkt på det objekt som skal speiles. Disse linjene skal stå normalt på linjen man speiler om. Mål avstanden fra punktet på objektet til speilingslinjen. Denne avstanden Legger du så til på andre siden av speilingslinjen. Der merker du av punktet som blir et punkt på speilbildet. Dersom vi har en figur med et punkt A, kaller vi tilsvarende punkt på speilbildet for A'. Dette kan foreksempel se slik ut: 
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Legg merke till at avstanden fra Ø til speil er lik avstanden fra speil til Ø', avstanden fra N til speil er lik avstanden fra speil til N', osv.

Om vi starter med situasjonen til venstre 
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blir resultatet av speilingen situasjonen til høyre. Dersom figuren vi skal speile ligger delvis over speilingslinjen kan det se slik ut:
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SYMMETRIAKSER



Noen eksempler på symmetriakser er vist nedenfor. Vi observerer at forskjellige former har forskjellig antall symmetriakser. 
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Dersom vi bretter disse figurene langs en symmetriakse, de røde strekene, ser vi at delene på hver side av aksen vil overlappe hverandre fullstendig. 

SPEILING OM ET PUNKT



Når vi speiler om et punkt trekker vi linjer fra objektet som skal speiles, gjennom punktet. Avstanden fra objektet til punktet er lik avstanden fra punktet til speilbildet. Eks:
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TREKANTER



En trekant har tre vinkler og tre sidekanter.
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Vinkelsummen av en trekant er 180°
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A + [image: image33.png]


B + [image: image34.png]


C = 180°

Arealet av en trekant er
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Der G er grunnlinja og h er høyden av trekanten. 

Figuren under viser hvorfor formelen for arealet er slik.
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Rettvinklet trekant
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En rettvinklet trekant består av to kateter og en hypotenus. Begge katetene vil alltid utgjøre vinkelbeina i den rette vinkelen. Hypotenusen vil alltid være den lengste siden i trekanten. 

Likebeint trekant
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Dersom to av sidene i en trekant er like lange er trekanten likebeint. "Pinnene" på sidene AC og BC markere at disse sidene er like lange. Når to sider i en trekant er like lange medfører det at to vinkler er like store. I dette eksempelet er vinkel A og vinkel B like store. 

Likesidet trekant
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I en likesidet trekant er alle sidene like lange og alle vinklene er 60°

ANDRE FIGURER

SIRKEL 

Se egen side. 

KVADRAT
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Et kvadrat er en firkant hvor alle sidene er like lange og alle vinklene er 90°. Diagonalene er markert med røde linjer. En diagonal er en rett linje som går fra et hjørne i firkanten til motstående hjørne. 



Arealet av kvadratet er: A = a · a = a2

Omkretsen er: O = a + a + a + a = 4a.
REKTANGEL
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Et rektangel er en firkant der sidene er parvis like lange. Vinklene er 90°. 



Arealet av rektangelet er: A = ab

Omkretsen er: O = a + a + b + b = 2a + 2b.
PARALLELLOGRAM
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Et parallellogram er en firkant hvor sidene er parvis parallelle. 

Arealet er A = ah 

og omkretsen er O = 2(a+b)
ROMBE
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En rombe er en firkant der alle sidene er like lange og parvis parallelle. 

Arealet: A = ah.


Da alle sidene er like lange er a = b = c = d. Da blir

Omkrets: O = 4a 
TRAPES

[image: image44.png]





I et trapes er to av sidene parallelle, men ikke like lange.

Arealet er: 
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Omkretsen er: O = AB + BC + CD + DA
PYTHAGORAS



I en rettvinklet trekant er arealet av kvadratet på hypotenusen lik summen av arealet til kvadratene på katetene.
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c2 = a2 + b2


Det fines mange måter å bevise denne setningen på. Prøv å søk på Internett etter Pythagoras så vil du finne flere metoder. Vi bruker setningen til å finne lengden av en side i en rettvinklet trekant når de to andre sidene er kjent. Husk at setningen kun gjelder for rettvinklede trekanter. 

Eks 1: (hypotenus og et katet kjent) 
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Hva er lengden av AC? 
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Eks 2: (begge kateter kjent) 
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Hva er lengden av BC? 
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I en rettvinklet trekant der vinklene er 30° ,60° og 90° vil alltid hypotenusen være dobbelt så lang som det korteste katetet. Det korteste katetet vil alltid være det motstående til vinkelen på 30°. Dette medfører blant annet at vi er i stand til å finne to sider i en rettvinklet trekant, når betingelsene er som over og vi kjenner en side. 

Eks 3: (spesialtilfelle) 
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Finn AC og BC. Siden vi har 30°,60° og 90° i trekanten vet vi at BC = 2 AC. La oss sette AC = x 
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x = AC = 4,6cm og BC = 2AC = 9,2cm

VOLUM

TERNING



En terning, eller kube, er en romfigur som avgrenses av seks kvadratiske flater. Alle sidekantene har derfor samme lengde. Dersom sidekantene av terningen = a kan terningen se slik ut:
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Overflaten av en terning blir summen av de seks kvadratenes areal:
O = 6a2


Volumet av en terning er lengde ganger bredde ganger høyde. Siden disse har samme lengde kan vi skrive volumet som: 
V = a·a·a =a3
PRISME



Et prisme er en romfigur der grunnflate og toppflate er like, og med rektangulære sideflater som står vinkelrett på grunnflaten. Det finnes altså prismer med svært forskjellig form. Et rett firkantet prisme kan se slik ut: 
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Arealet av prismets grunnflate er lengde gange bredde. Når vi multipliserer arealet av grunnflaten med høyden, finner vi volumet.
Grunnflate = lengde · bredde = l · b

Volum : V = Grunnflate · h = l · b · h




Et rett firkantet prisme er avgrenset av flater hvor to og to er like. Overflaten blir:
Overflate: O = 2lb + 2lh + 2bh 

PROSENT



Med prosent mener vi "del av hundre". Vi bruker tegnet %. 

Eks 1: 

58% er det samme som [image: image55.png]ELA
100



eller 0,58. Som du ser er det en sammenheng mellom prosent, brøk og desimaltall. Desimaltallet, i dette tilfellet 0,58, kalles ofte prosentfaktoren. Skal vi gå fra prosent til brøk tar vi prosenten og deler på 100. Utfører vi divisjonen finner vi prosentfaktoren: 
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Vi har følgende ligning som kan gi svar på det meste av det som kan spørres om angående prosent:

(1) 
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· x% er prosenten 

· "HeleTallet" er det vi skal finne prosenten av. 

· "DelAvTallet" er det vi får når vi har tatt prosenten (x%) av "HeleTallet" 



Eks 2:

På en skole med 450 elever svarte 8% at de ble mobbet på skolen. Hvor mange elever ble mobbet?

Vi bruker (1) og får: 
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Eks 3:

En TV er på tilbud. Full pris er 3600 kr. Hva koster den når man får 20% rabatt? 
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Vi bruker ligning (1) her også, men legg merke til at det spørres etter differansen mellom fullpris og 20%. Derfor tar vi hele summen før avslag og trekker fra de tjue prosentene som utgjør avslaget. 

Dersom vi skal finne prosenten bruker vi fortsatt ligning (1), men vi omformer den slik at vi får: 

(2) Prosenten: 

[image: image60.png]! DelAvTallet™100 _
" HeleTallet"






Eks 4: 

Av en befolkning på 500.000 er det 6000 som lider av schizofreni. Hvor mange prosent lider av sykdommen? 

Vi bruker (2) og får: 
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Hele tallet kan man finne når prosenten og delen av tallet er kjent. Vi bruker:

(3) 
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Eks 5: 

På en arbeidsplass var det 8 personer som var syke. Det var 20% av alle ansatte. Hvor mange ansatte var det på arbeidsplassen? 

Vi bruker (3) og får 
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Altså var det 40 personer som var ansatt på dette stedet. 



ENDRINGER

Det spørres ofte etter endringer. Husk på at endringen kan betraktes som del av tallet. 

Hele tallet blir da tallet før endringen. 

Eks 6: 

Prisen på en bolig steg fra kr. 1.600.000 til kr. 1.900.000 på et år. Hva var prisstigningen i prosent? 

Endringen: 1.900.000kr. - 1.600.000 = 300.000 kr. 

Her er hele tallet 1.600.000 da dette var verdien på boligen før endringen. Vi bruker (2) og får:
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Eks 7: 

Antall arbeidsledige går ned fra 80600 til 69000, fra en måned til den neste. Hvor stor var nedgangen i prosent? 

Vi får: 

80600 personer - 69000 personer = 11600 personer

Innsatt i (2) får vi: 
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BANKSPARING 

Banken betaler deg penger for at den får lov til å disponere sparepengene dine. Det kalles renter. Hvor mange kroner du får i renter kommer an på prosenten, eller rentefoten og hvor mye du sparer. Dersom banken tilbyr 4,2% renter p.a. (per år) og vi sparer 1000 kr. i et år, bruker vi formel (1).

Eks 8: 
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Det er tolv måneder i et år. Dersom du sparer i åtte måneder, med betingelsene fra forrige eksempel får vi:

Eks 9: 
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Bankene regner at et år har 360 dager. Dersom du sparer 1000 kr i 300 dager med 4,2% rente får vi: 

Eks 10: 

[image: image68.png]1000 4r-4,2  -300 dager
100 -360 dager

=35kr








PROSENTVIS & EKSPONENTIELL VEKST

La oss tenke oss at vi sparer kr. 1000,- og at rentefoten er 4,2%. Hvor mye har vi på konto etter 8 år? Vi må da ta hensyn til rentene vi tjener de første året. Det beløpet blir lagt til de 1000 kronene og er en del av grunnlaget for rentene det andre året. Slik fortsetter det hvert år. La oss bruke formel (1) og se: 
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År 1: Det første året tjente vi kr 42 i renter. Dette legges til det beløpet vi startet med, slik at ved inngangen til det andre året er sparebeløpet vårt kr 1042. 

År 2: 
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Ved starten av det tredje året vil sparebeløpet vårt være 1042 kr + 43,76 kr = 1085,76 kr. Slik kan vi fortsette til vi har resultatet for det 8. året. Når vi regner renter av rente kaller vi det for rentersrente. 

Vi skal nå finne en enklere måte å beregne rentersrente på. La oss kalle de 1000 kronene vi begynner med for K0. La oss kalle sparebeløpet ved første årsskifte for K1. La oss kalle rentefoten for p. Vi har da følgende situasjon. 
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K2 er pengene vi har i banken etter to år. Fra slutten av første til slutten av andre året vokser pengene med en faktor 1,042. Slik fortsetter det. Etter tredje året har vi K3: 
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Dette leder oss til følgende formel: 
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Dette er formelen for prosentvis vekst, også kalt eksponentiell vekst. K0 er det vi har til å begynne med Kn er det vi har etter n år, n er antall år og p er prosenten det vokser med.



Anvender vi denne formelen på problemet vårt finner vi at beløpet vårt etter åtte år er: 
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LIGNINGER MED TO UKJENTE

Ligningen 2X + 7 = 13 har en ukjent, x, og løses lett med metodene beskrevet i ligninger. 



Vi kan ha flere ukjente, for eksempel to. 

Y = 2X + 1



Her er både X og Y ukjente. 

Ligningen har uendelig mange løsninger. Ligningen er et funksjonsutrykket for en rett linje. 

Dersom vi har to ligninger med to ukjente, kalles dette et sett med ligninger, eller et ligningssett. 



1. Y = 2X + 1 

2. Y = - X + 4 



Ligningen (1) og (2) hører sammen. Målet er å finne en X- verdi og en Y- verdi som passer i både (1) og (2). 

Det finnes tre forskjellige måter å løse ligningssettet på. Vi skal se på alle tre metodene. 

· grafisk løsning 

· innsettingsmetoden 

· addisjonsmetoden 

Dersom du får i oppgave å løse et ligningsett er det likegyldig hvilken metode du bruker, alle tre gir samme svar. Du bør allikevel beherske alle metodene da du ofte blir bedt om å løse ligningssettet ved hjelp av en spesiell metode. 



GRAFISK LØSNING

Når vi løser ligningene grafisk betyr det at vi lager en verditabell for hver av dem og tegner dem i et koordinatsystem. 
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Der grafene krysser hverandre har vi løsningen til lignigssettet. Det er en fordel om du har kjennskap til lineære funksjoner. 

Dette vil se slik ut i et koordinatsystem: 
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Vi ser at grafene krysser hverandre i X = 1 og Y = 3. Det er løsningsverdiene til ligningssettet.

Vi kan tenke oss tre situasjoner: 

· En løsning (linjene krysser hverandre) 

· Ingen løsninger (parallelle linjer) 

· Uendelig mange løsninger (linjene ligger oppå hverandre) 

Har vi mer enn to ligninger øker antall mulige situasjoner. Hvordan vil du tolke disse to? 
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INNSETTINGSMETODEN

Denne metoden går ut på å erstatte Y i den ene ligningen med utrykket som inneholder X i den andre. Y (og X) har samme verdi i begge ligningene, derfor kan vi gjøre dette. I stede for Y i ligning (2) setter vi inn høyre siden av ligning (3). Vi får da: 

[image: image79.png]







Setter vi X = 1 inn i en av de to ligningene, samme hvilken , ser vi at vi får Y = 3. 

Vi har nå funnet at løsningen til ligningssettet er X = 1 og Y = 3. La oss se om vi får det samme når vi bruker 



ADDISJONSMETODEN

Addisjonsmetoden går som navnet tilsier ut på å legge sammen ligningene slik at vi får X eller Y til å forsvinne. La oss legge sammen ligning (1) og (2). Vi ser at verken X eller Y forsvinner sånn uten videre. Men, om vi først multipliserer ligning (2) med 2 ser vi at vi oppnår det vi ønsker. Vi får: 
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Vi setter inn Y = 3 i en av ligningene og får X = 1. 



VURDERINGER

Vi har sett at alle tre metodene gir samme resultat. Dersom du har anledning til selv å velge metode, bør du bruke et par sekunder på å vurdere hvilken metode som gir den enkleste utregningen. det vil varier fra ligningssett til ligningssett. 



LIGNINGER MED n UKJENTE

Tankene og metodene brukt her lar seg langt på vei overføre til flere enn to ukjente. Med for eksempel tre ukjente har vi ikke en linje i plantet, men et plan i rommet....

POTENSER OG RØTTER

POTENSER

Vi kan skrive 1000 som 10 · 10 · 10 og 100 som 10 · 10. Noen ganger ønsker vi å skrive tallene på denne måten. Å skrive 1.000.000 som 10 · 10 · 10 · 10 · 10 · 10 er som du ser ganske plasskrevende og tungvindt. Vi innfører derfor en ny måte å skrive tall på, og vi kalle den for potens.

Eks: 1000 = 10 · 10 · 10 = 103 

En potens består av et grunntall og en eksponent. Grunntallet i dette tilfellet er 10 og eksponenten er 3. 

Eksponenten forteller oss hvor mange ganger grunntallet skal ganges med seg selv. 

Eks. 

36 = 3 · 3 · 3 · 3 · 3 · 3 = 729 

a4 = a · a · a · a 

102 = 10 · 10 = 100 

109 = 10 · 10 · 10 · 10 · 10 · 10 · 10 · 10 · 10 = 1 000 000 000 

Som vi ser fra vårt eksempel kan potenser ha andre grunntall enn ti. 

Følgende regneregler gjelder for potensen: 
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I (3) er n et positivt heltall. 

NORMALFORM



Vi har sett at vi kan skrive 100 som 102, men hva med 300? 300 kan skrives som 3 · 100 som kan skrives som 3 · 102. Er du med så langt? Hvordan kan vi skrive 320? Er du enig i at det kan skrives som 3,2 · 102 ? Dette kaller vi normalform. 

Litt mer matematisk ser det slik ut: 

±k·10n 

Der n er et helt tall og 1≤ k < 10.



Eks:

Lyset beveger seg med en hastighet på ca. 300.000 km/sek. På normalform skrives det 

3,0 · 105 km/sek.
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Som det framgår av tabellen over er potenser og normalform en lite plasskrevende skrivemåte når man arbeider med store eller små størrelser. 

KVADRATROT OG ANDRE RØTTER



Kvadratroten av et tall m, er et tall n som ganget med seg selv gir m. Symbolet for kvadratrot er [image: image83.png]


. 

Hva er kvadratroten av 4? Vi vet at tallet som ganget med seg selv gir 4 er 2. Vi skriver det slik: 
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Mer generelt er 
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Roten av et tall (n) kan være et negativt tall. Vi kan ikke ta kvadratroten (m) av et negativt tall. Dette er problemer vi lar ligge her.

Ut fra navnet kvadratrot kan det være naturlig å tro et det er en sammenheng mellom kvadratrot og kvadrat. La oss se! 
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Et kvadrat har sidekanter med lengde k. 

Arealet av kvadratet er k · k, eller k2. Dersom vi setter k = 10 cm betyr det at arealet av kvadratet er 100 cm2. Dersom vi kjenner arealet av et kvadrat kan vi bruke kvadratroten til å finne lengden av sidekantene. Et kvadrat med areal 81cm2 har sidekanter med lengde: 
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Kvadratroten kalles av og til for andreroten og kan også skrives slik:
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På samme måten som vi kan ta kvadratroten, eller andreroten av at tall, er det også mulig å ta tredjeroten. Tenk deg en terning med sidekanter k. Vi setter k = 5cm. Volumet av terningen blir V = k3=k · k · k = 5cm · 5cm · 5cm = 125cm3.
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Tredjeroten, eller kubikkroten som den også kalles, kan vi bruke til å finne sidekanten av en terning dersom vi kjenner volumet. Eksemplet over løser vi på følgende måte: 
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Når vi skal finne tredjeroten jakter vi på det tallet som, ganget med seg selv tre ganger, har et produkt tilsvarende tallet under rottegnet. Vi har sett på andre- og tredjeroten. Vi kan skrive et generelt utrykk slik: 
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Det leses n-te rot. Her må n være et helt positivt tall. Dersom n = 2 (kvadratrot) pleier vi utelate 2 - tallet. Regnereglene er som følger: 
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I (10) er m og n positive heltall. I (9) er b forskjellig fra null.

TALL OG TALLREGNING



LITT OM TALL 

Vi har forskjellige typer tall. De har forskjellige navn. De naturlige tallene er: 0,1,2,3,4,5,6,7......... Vi kaller denne tallmengden for N.

Vi kan dele de naturlige tallene opp i 

Partall: 0,2,4,6,8,10,12,.............

Oddetall: 1,3,5,7,9,11,............ 

Vi har noen tall som vi kaller for primtall. Primtall er naturlige tall som bare er delelige på seg selv og en. Legg merke till at en ikke er et primtall.

De minste primtallene er: 2,3,5,7,11,13,................... 

Et naturlig tall som ikke er et primtall kaller vi et sammensatt tall. Sammensatte tall kan faktoriseres. 

Dersom vi tar alle de naturlige tallene inkluderer de hele negative tallene får vi en tallmengde vi kaller for Z. Z er alle de hele tallene. 

Z: ....., -5, -4, -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3, 4,....... 

En brøk er det vi kaller et rasjonalt tall. Et rasjonalt tall kan skrives som a/b. Alle rasjonale tall har enten en avsluttende desimal (teller delt på nevner har rest null ettter et gitt antall desimaler), eller en periodisk desimalutvikling. 

1/5 kan skrives som 0,2

2/3 kan skrives som 0,666666666666...........

4/11 kan skrives som 0,363636363636363636........



Det første eksempelet har en avsluttende desimal. Vi ser at i de to siste eksemplene gjentaes sifferene i det uendelige. I tallet 0,666666... kan vi si at perioden er 6. I tallet 0,36363636 er perioden 36. Alle desimaltall som har en periode er rasjonale tall. Vi kaller de rasjonale tallene for Q. 

Det finnes enkelte tall som ikke kan skrives som brøk. Et eksempel på det er tallet π (pi). Dersom du prøver å trykke det symbolet på kalkulatoren får du 3,141592654...... Det er ingen periode her, som det er i de rasjonale tallene. Vi kaller denne type tall for et irrasjonalt tall. De rasjonale og de irrasjonale tallene danner den tallmengden som vi kaller for de reelle tallene. Vi bruker symbolet R. R inneholder alle tallene på tallinja. 

POSISJONSSYSTEMET

Vi regner i titallsystemet. Titallsystemet er et posisjonssystem. Det betyr at sifferets plassering har betydning for verdien av tallet. Eksempelvis betyr sifferet 3, i tallet 321, tre hundrere, mens det samme siffer i tallet 13, betyr tre enere. I tallet 0,2, betyr sifferet 2, to tideler, men i tallet 0,002 betyr det samme sifferet to tusendeler. 

FORTEGN

Et tall kan ha to typer fortegn, negativt eller positivt. Et negativt tall skrives med et minus foran seg. 

Eks. -5 

Et positivt tall er et tall med positivt fortegn altså et pluss. Vanligvis skriver vi ikke det positive fortegnet. 

Eks. +5 = 5 

REGNEOPERASJONER

Når vi regner bruker vi forskjellige symboler for de forskjellige regneoperasjoner som addisjon, subtraksjon, multiplikasjon og divisjon. Symbolene er + , - , · og : . 

På samme måte som andre språk har grammatikk har matematikk også noen regler for hvordan de forskjellige operasjonene skal utføres.

5 + 2 betyr at vi skal legge to til fem.

5 + 2 · 3 betyr at vi skal legge to multiplisert med tre til fem. Det betyr at multiplikasjonen må utføres før addisjonen.

Regelen er at multiplikasjon og divisjon altid utføres før addisjon og subtraksjon 

Multiplikasjon og divisjon er motsatte oprerasjoner derfor spiller ikke rekkefølgen mellom disse to noen rolle. Det samme gjelder for addisjon og subtraksjon.

Vi kan overstyre dette ved å bruke parenteser.

(5 + 2) · 3 = 7 · 3 = 21 i motsetning til 5 + 2 · 3 = 5 + 6 = 11 

Man kan se på hele parentesen som et tall. 

ADDISJON

3 + 2 = 5

3 + 1 = 4

3 + 0 = 3

3 + ( - 1 ) = 2

3 + ( - 2 ) = 1

3 + ( - 3 ) = 0

3 + ( - 4 ) = - 1

3 + ( - 5 ) = - 2

osv.

Fra tabellen ser vi at å addere et positivt og et negativt tall er det samme som å trekke fra tilsvarende positivt tall. [ 3 + ( - 2 ) = 1 og 3 – 2 = 1 ]. 

SUBTRAKSJON

3 – 2 = 1

3 – 1 = 2

3 – 0 = 3

3 - ( - 1 ) = 4

3 - ( - 2 ) = 5

osv. 

Å subtrahere et negativt tall er det samme som å legge til tilsvarende positive tall. 

MULTIPLIKASJON

Når vi multipliserer et positivt og et negativt tall blir svaret negativt. 

(-5) . 10 = - 50 

Når vi multipliserer to negative tall blir svaret positivt. (-5) . (-10) = 50 

DIVISJON

Når vi dividerer et negativt og et positivt tall blir svaret negativt. 5 : (-10) = - ½ 

Når vi dividerer to negative tall blir svaret positivt. (-5) : (-10) = ½ 

PARENTESER

Når vi løser opp en parentes med positivt fortegn beholder vi fortegnene inne i parentesen. Eks.

12 + ( -2 + 4 –1) = 12 – 2 + 4 -1 = 13 eventuelt 12 + ( -2 + 4 –1) = 12 + (1) = 13

a + ( -b + c – d – e) = a – b + c – d – e 

Når vi løser opp en parentes med negativt fortegn må vi skifte alle fortegnene inne i parentesen. Eks. 

12 - ( - 2 + 4 – 1 ) = 12 + 2 – 4 + 1 =11 eventuelt 12 - ( - 2 + 4 – 1 ) = 12 - (1) = 11

a – ( - b + c – d – e ) = a + b – c + d + e



Har vi flere parentesnivåer begynner vi å løse opp parentesene innenifra.

12 - ( 3 + ( 2 - ( - 8 ) + 4 ) – 2 ) +10 = 12 - ( 3 + ( 2 + 8 + 4 ) – 2 ) +10 =
12 – ( 3 +( 14 ) – 2) +10 = 12 – ( 3 + 14 – 2) + 10 =
12 – ( 15 ) + 10 = 12 – 15 + 10 = 7

OPPSUMMERING

Like tegn blir pluss (++ og --).

Ulike tegn blir minus (+- og -+). 

Når du løser opp en parantes med minus forran, skifter du fortegn på alle tallene inne i parantesen. 

Dersom du synes dette er vanskelig kan du jo tenke litt på ordenes betydning og så trekke paralellen over til matematikk.

" I love you!" + positiv betydning

" I do not love you" - negativ betydning

" I love you. Not!" + og - gir negativ betydning.

" I do not love you. Not!" - og - gir en positiv betydning.

(NB: Dette er ikke god engelsk)

SANNSYNLIGHET

DEL 1. Mest for ungdomsskolen

Hendelser som kan forutsies kalles deterministiske. Hendelser vi ikke kan forutsi, som for eksempel terningkast, kalles tilfeldige forsøk. 

Hvor mange utfall kan et terningkast ha? En terning har øyner fra en til seks, det betyr at utfallet vil være blant disse. Vi kaller alle mulige utfall for utfallsrommet . Et enkelt utfall vil være et element i utfallsrommet: 

U = { 1, 2, 3, 4, 5, 6 }


Hva er sjansen for å få fire øyner? Vi kan angripe problemet på to måter: 



EKSPERIMENTELL SANNSYNLIGHET 


La oss tenke oss at vi kaster en terning 100 ganger og får 14 firere. Vi sier da at den relative frekvensen for firere etter 100 kast er 14/100 = 0,14 = 14%. Sannsynligheten er lik den relative frekvens i "det lange løp". Dersom vi fortsetter å kaste terningen vil vi oppdage at antall firere vil gå mot et bestemt tall. Vi kan ikke si at sannsynligheten for å få fire er 14% fordi hundre kast er lite i forhold til "det lange løp". La oss prøve en annen mulighet. 



TEORETISK SANNSYNLIGHET



Utfallsrommet viser oss at det er seks mulige utfall når vi kaster en terning. Vi er bare interessert i å få en firer. Bare en av seks muligheter gir en firer. Det betyr at sannsynligheten for å få en firer i et kast er 1/6 eller 0,167 eller 16,7%. Vi kan skrive det slik: 

P (4) = 1/6 = 16,7%



Vi går ut fra at sannsynligheten for å få en treer er like stor som for en firer eller et av de andre utfallene. Når det er slik sier vi at vi har en uniform sannsynlighet.

Om våre teoretiske sannsynlighetsmodeller er gode, er det kun utprøving som kan fortelle oss. 

Når vi har en uniform sannsynlighetsmodell er sannsynligheten for en hendelse gitt ved: 

(1) 
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Hva er sannsynligheten for å få en femmer eller en sekser i et terningkast? Sannsynligheten for å få en femmer er 1/6 og sannsynligheten for å få en sekser er 1/6. Sannsynligheten for femmer eller sekser blir da: 
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Hva er så sannsynligheten for å få 1, 2, 3, 4, 5 eller 6? Det blir: 
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Dersom vi kaller sannsynligheten for å få 6 for P(A), vil sannsynligheten for ikke å få 6 være P(A*). Vi har da følgende relasjon: 

(2) 

P(A) + P(A*) =1



Hendelser som ikke er A skrives A*. 

Utfallsrommet kan illustreres slik: 
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Eks: I en klasse er det noen elever som spiller fotball på fritiden. Disse er A. De som ikke spiller fotball er A*. 

La oss se litt på flere skrivemåter. Hendelsen A[image: image97.png]


B er alle utfall som er med i A eller B. Tegnet [image: image98.png]


leses "union" og mengden kan illustreres slik: 
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Eks: A er alle i klassen som spiller fotball på fritiden. B er alle som driver friidrett. A[image: image100.png]


B er alle som spiller fotball eller driver friidrett. 

Hendelsen A[image: image101.png]


B leses "snitt" og er alle utfall som er med i både A og B. Det kan illustreres slik: 
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Eks: A er alle i klassen som spiller fotball på fritiden. B er alle som driver friidrett. A[image: image103.png]


B er alle som spiller fotball og driver friidrett. 

Vi har: 

(3) 

P(A [image: image104.png]


B) = P (A) + P (B) - P (A [image: image105.png]


B) 



Utrykket kalles for addisjonssetningen. Ved å betrakte figuren over ser vi at leddet -P(A [image: image106.png]


B) må være med for at ikke det rødt skraverte området skal telles to ganger. 


DISJUNKTE HENDELSER


kalles det når det ikke er utfall i A[image: image107.png]


B. Da er A og B disjunkte hendelser. Det kan illustreres slik: 

[image: image108.png]





Eks: A er alle i klassen som spiller fotball på fritiden. B er alle som driver friidrett. Ingen gjør begge deler.
P(A [image: image109.png]


B) =0 (eller P(A [image: image110.png]


B)=Ø) 

Dersom vi benytter (3) på disjunkte hendelser ser vi at det siste leddet forsvinner og addisjonssetningen får følgende form:

(4) 

P(A [image: image111.png]


B) = P (A) + P (B) 

UAVHENGIGE HENDELSER



Dersom vi kaster en terning en gang, så en gang til, er ikke det andre utfallet påvirket av det første. Slike situasjoner kaller vi for uavhengige hendelser. 

Hva er sannsynligheten for å få to seksere når vi kaster en terning to ganger? Antall kombinasjoner er som følger: 
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Dersom A (første kast) og B (andre kast) er uavhengige hendelser er: 

(5)
P(A [image: image113.png]


B) = P (A) · P (B) 

(produktsetningen for uavhengige hendelser.) 

Sannsynligheten for å få en sekser i første kast er 1/6. Sannsynligheten er den samme i andre kast. Ved å sette inn i (5) ser vi at sannsynligheten for to seksere er 1/36 og det er i samsvar med vår oppstilling av antall kombinasjoner. 

Hva er sannsynligheten for å få minst en sekser på to kast? Vi kan da få en sekser i første kast, eller i andre kast, eller vi kan få en sekser i begge kastene. Her er antall mulige kombinasjoner.

[image: image114.png]





Av og til kan det være lettere å regne ut antall ugunstige utfall. Hva er sannsynligheten for ikke å få 6 i første kast? Jo, den er 5/6 og det er det samme som for andre kast. Sannsynligheten for ikke å få en sekser i det hele tatt blir da 25/36. Sannsynligheten for minst en sekser må da være 1-25/36 = 11/36. Vi kan se at det stemmer bra med oppstillingen over. 



DEL 2. Mest for videregående skole, men bygger på del 1.

AVHENGIGE HENDELSER

Når vi kaster en terning to ganger er ikke det andre kastet avhengig av resultatet fra første kast. 

Dersom vi trekker to kort uten tilbakkelegging fra en kortstokk, vil den andre trekningen være avhengig av den første. 

I en klasse med 30 elever spiller 10 fotball og 5 driver friidrett. 2 gjør begge deler. Vi setter opp et valgtre og får følgende: 

· A: Eleven spiller fotball 

· B: Eleven driver friidrett. 
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Vi finner følgende sannsynligheter: 

Sannsynligheten for at en tilfeldig elev ikke spiller fotball: 

P(A*) = 20/30 = 0,6667 

Sannsynligheten for at en tilfeldig elev spiller fotball: 

P(A) = 1 - P(A*) = 0,3333. Du kan også regne denne direkte fra informasjonen du har i utgangspunktet : 

P(A) = 10/30 = 0,3333. Vi ser at det stemmer bra med valgtreet (selv om det bare har to desimaler i utregningen). 

Sannsynligheten for at en tilfeldig elev spiller fotball og driver friidrett: 

P(A [image: image116.png]


B) = P(A)· P(B | A) = 0,3333 · 0,2 = 0,0666. 

Sannsynligheten for at en tilfeldig elev spiller fotball, men ikke driver friidrett: 

P(A [image: image117.png]


B*) = P(A)· P(B* | A) = 0,3333 · 0,80 = 0,2666. 

Sannsynligheten for at en tilfeldig elev ikke spiller fotball, men driver friidrett: 

P(A* [image: image118.png]


B) = P(A*)· P(B | A*) = 0,6667 · 0,15 = 0,1000 

Sannsynligheten for at en tilfeldig elev ikke driver med fotball eller friidrett: 

P(A* [image: image119.png]


B*) = P(A*)· P(B* | A*) = 0,6667 · 0,85 = 0,5667 

En elev driver friidrett. Hva er sannsynligheten for at eleven spiller fotball? Vi ønsker å finne P(A | B). Vi har: 

P( fotball og friidrett ) = P (friidrett) · P ( fotball gitt friidrett ) 

Litt mer matematisk: 

(6) 

P(A [image: image120.png]


B) = P(B) · P(A | B)

Denne setningen kalles produktsetningen for avhengige hendelser, eller den generelle produktsetningen. Dette gir følgende:

(7) 
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Som er den setningen vi bruker på betinget sannsynlighet. 

Dersom vi setter inn tall i vårt eksempel får vi P(A | B) = 0,0666/0,1666 = 0,4 

(P(B) = 0,1 + 0,0666 fordi hendelsene "spiller fotball og driver friidrett" og "spiller ikke fotball men driver friidrett" ikke kan opptre samtidig og derved er disjunkte.) 

Ved å bruke samme tankegang som over finner vi også: 

(8) 
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eller

P(A[image: image123.png]


B) = P(A) · P(B|A) 

Dersom vi kombinerer (7) og (8) har vi at: 

(9) 
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Setningen kalles Bayes formel. 





KOMBINATORIKK

La oss telle litt... 

På hvor mange måter kan vi arrangere n elementer? 

n = 1 

[image: image125.png]







Muligheter: 1 

n = 2 
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Muligheter: 2·1 = 2 

n = 3 
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Muligheter: 3·2·1 = 6 

n = 4 
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Muligheter: 4·3·2·1 = 24 

Dette leder oss til følgende formel: 

(10) 

n!



En n med utropstegn bak leser vi "n fakultet". Det betyr: 

n!=n·(n-1)·..4·3·2·1

ORDNET UTVALG MED TILBAKELEGGING

Nummererte kuler trekkes fra en urne. Rekkefølgen har betydning. Kulen legges tilbake før neste trekning. 

Ved første trekning kan vi velge mellom n elementer. Siden kulen blir lagt tilbake i urnen før neste trekning er dette situasjonen for k trekninger. Antall muligheter blir:

(11) 

nk


Eks: 

Vi trekker 3 nummererte kuler fra en urne med 7 kuler nummerert 1 - 7. Hvor mange muligheter finnes? 

73 = 343



Det finnes 343 mulige kombinasjoner

Eks: 

Hva er muligheten for å vinne i fotballtipping? 

Tenk deg en urne med 3 baller med bokstavene H, U og B. Vi trekker og legger ballen tilbake i urnen. Dette gjentar vi 12 ganger. Antall kombinasjoner på en tippekupong blir da: 

312 = 531441



Sannsynligheten for å vinne dersom man tipper en rekke blir da 1:531441, eller litt under to millionedels sjanse. 



ORDNET UTVALG UTEN TILBAKELEGGING

Nummererte kuler trekkes fra en urne. Rekkefølgen har betydning. Kulen legges ikke tilbake før neste trekning. 

Ved første trekning kan vi velge mellom n elementer. Ved andre trekning kan vi velge mellom (n-1) elementer. Antall mulige kombinasjoner: 

(12) 

[image: image129.png]





Hvor vi trekker k elementer fra n elementer. 

Eks: 

Vi trekker 3 nummererte kuler fra en urne med 7 kuler nummerert 1 - 7. Hvor mange muligheter finnes? 
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Det finnes 210 forskjellige muligheter. 





UORDNET UTVALG UTEN TILBAKELEGGING

Nummererte kuler trekkes fra en urne. Rekkefølgen har ikke betydning. Kulen legges ikke tilbake før neste trekning.

Fra ordnet utvalg uten tilbakelegging har vi (12): 

[image: image131.png]





Vi har sett at k elementer kan arrangeres på k! måter. Siden rekkefølgen her ikke har betydning deler vi formelen over med k! og får: 



(13) 

[image: image132.png]





Utrykket kalles for binominalkeffisienten. 

Eks: 

Vi trekker 3 nummererte kuler fra en urne med 7 kuler nummerert 1 - 7. Hvor mange muligheter finnes? 

Vi benytter () og får: 

[image: image133.png]





Det finnes 35 muligheter. 

Eks: 

I Lotto skal du plukke ut 7 forskjellige tall av 34 mulige (vi ser bort fra tilleggstall). Vi får: 
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Med 5.379.616 kombinasjoner er det ca. 10 ganger mindre sannsynlig at man treffer hovedgevinsten i Lotto enn i fotballtipping. 

UORDNET UTVALG MED TILBAKELEGGING

Nummererte kuler trekkes fra en urne. Rekkefølgen har ikke betydning. Kulen legges tilbake før neste trekning. 

Det er lite sannsynlig at du får bruk for dette avsnittet, men det er tatt med for fullstendighetens skyld. Vi har følgende relasjon: 

(14) 

[image: image135.png]



Eks: 

Vi trekker 3 nummererte kuler fra en urne med 7 kuler nummerert 1 - 7. Hvor mange muligheter finnes? 

[image: image136.png]





Det er 84 muligheter. 


SIRKELEN
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Ordforklaringer 
Sentrum i en sirkel er det punkt hvor avstanden til sirkelbuen eller sirkelperiferien er den samme i alle retninger. 

Sirkelperiferien er en kurve hvor avstanden til sentrum er den samme fra alle punkter på kurven. Denne avstanden kalles for radien. Diameteren er dobbelt så lang som radien. Diameteren er en rett linje som går fra et vilkårlig punkt P på sirkelbuen, gjennom sentrum av sirkelen, til et punkt på sirkelbuen som ligge på motsattside av P i forhold til sentrum av sirkelen. 

En tangent er en linje som tangerer sirkelperiferien, dvs. den berører kurven i et punkt. En korde er en rett linje som går mellom to vilkårlige punkter på sirkelperiferien. Området mellom sirkelbuen og korden kalles for et segment. En sekant er en linje som skjærer gjennom sirkelperiferien i to vilkårlige punkt.

Du har sikkert mange sirkelformede gjenstander hjemme, bøtte, lysestaker, klokker, etc. Om du måler omkretsen og diameteren på en av disse sirklene og deler omkretsen på diameteren vil du få et svar som er ca. 3,14. Dersom du gjør det samme med alle de andre sirklene, uansett størrelse, vil du få samme resultat.

Dersom du var veldig nøyaktig og hadde superduper nøyaktige instrumenter ville du fått 3,1415926... Dette tallet brukes mye i matematikken. Vi kaller det for Phi, tegnet vi bruker er dette:
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Vi har vist at omkretsen O, av en sirkel er gitt ved: 

[image: image139.png]





der r er radius i sirkelen.

Dersom vi skal finne buelengden av en sektor, er den gitt ved: 

[image: image140.png]





Det er en følge av at en sirkel er delt inn i 360 grader. n er sektorens antall grader. 

Arealet av en sirkel er gitt ved: 

[image: image141.png]





Arealet av en sirkelsektor er gitt ved: 

[image: image142.png]





La oss tenke oss at vi tegner en sirkel i et koordinatsystem. 

[image: image143.png]





Ligningen for en sirkel med sentrum i x0, y0 og med radius r er: 

[image: image144.png](- xof + (y - yol = 1






Sirkler tilhører en gruppe kurver som vi kaller for kjeglesnitt. Andre kurver som også tilhører denne gruppen er ellipser, parabler og hyperbler. 

La oss bruke det vi vet om sirkler og trekanter, og se på noe morsomt! 
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Vinkelen alfa kalles for sentralvinkel fordi den har sitt toppunkt i sirkelsentrum, med vinkelbein som går ut til sirkelperiferien. Vinkelen ß (beta) kalles for en periferivinkel fordi toppunket ligger på periferien. Begge vinkler spenner over samme korde. Vi har da det forhold at:
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Bruk det du vet om likebeinte trekanter og sirkler til å bevise dette faktum. 

Dette forhold har to viktige implikasjoner.

[image: image147.png]



Det ene er at periferivinkler som spenner over samme bue er like store. 

Det andre er at periferivinkler på en havsirkel alltid er 90° 

[image: image148.png]



STATISTIKK

Statistikk er å bearbeide tallmaterialet / data slik at vi forhåpentligvis kan observere en trend eller tendens. I beste fall kan vi trekke en konklusjon. Tallmaterialet skaffes ofte ved hjelp av spørreundersøkelser, målinger eller observasjoner. Statistikk kan presenteres i forskjellige former og det kan være en god måte å speile virkeligheten på. Statistikk kan også, uten å være direkte feil, presenteres på en måte som tåkelegger virkeligheten. I slike tilfeller er det ofte interessegrupper som presenterer et tallmaterialet med det formål å fremme sin sak. VÆR PÅ VAKT, i slike tilfeller er statistikk mer forvirrende en forklarende. 

Eks: 

En liten skoleklasse har ti elever. Vi spør hvor mange søsken hver enkelt har. 

Svarene vi får er følgende: 

2, 3, 1, 5, 5, 3, 3, 1, 3, 1 

Vi kan sette resultatet opp i en tabell: 


FREKVENSTABELL
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Med frekvens mener vi hvor mange ganger et svar forekommer. Tabellen kan presenteres som den er, eller vi kan presentere den som et diagram. Et eksempel kan være et søylediagram. På y aksen har vi antall observasjoner og på x aksen har vi de forskjellige type observasjoner. 



SØYLEDIAGRAM
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GJENNOMSNITT

Gjennomsnitt er summen av alle verdier delt på antall verdier.
Eks:
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MEDIAN

Median er den midterste verdien etter alle verdien er blitt sortert i stigende rekkefølge. Dersom antall verdier er parttall (2,4,6.....) er median gjennomsnittet av de to midterste verdiene.
Eks: 
[image: image152.png]1,1,1,2,[308]3,3,5,5






Datamengden er 10, et parttall. Median blir gjennomsnittet av 3 og 3 som er (3+3)/2=3 


TYPETALL

Typetallet er den verdi som det er flest forekomster av i datamengden. I vårt eksempel er typetallet 3, fordi det forekommer flest (4) ganger. 


VURDERING

Som dere ser har vi tre forskjellige mål for sentraltendens. Målene kan gi forskjellige verdier. Det er viktig at man vurdere hvilket mål man finner mest hensiktsmessig å bruke i hvert enkelt tilfelle. 



HISTOGRAM

Vi måler høyden på alle 15-åringer i idrettslaget. Det er 51 stykker. Her er resultatet i cm:
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KLASSEBREDDE

Vi grupperer medlemmene på den måten at vi sier at alle med høyde mellom for eksempel 160cm og 165cm representerer en søyle. Alle mellom 165cm og 170cm en annen søyle, osv. Vi lager intervaller som også kalles klasser. I dette eksemplet er intervallene 5cm brede. Vi kaller det for klassebredden. I dette eksemplet valgte vi klassebredde 5 cm. Dersom vi får en oppgave og klassebredden ikke er gitt er det opp til oss å velge klassebredde slik det er mest hensiktsmessig. Vi setter opp en frekvenstabell: 
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Vi bruker noen parenteser du kanskje ikke har sett før, [ betyr at tallet som kommer etter skal være med i klassen, mens [image: image155.png]


betyr at tallet som står foran ikke skal være med. Klassen [170, 180[image: image156.png]


 inneholder alle verdien fra og med 170 til 180, men ikke 180. 180 kommer med i neste klasse. Når vi har bestemt klassebredden må alle klassene ha denne bredden. Jo mindre klassebredde vi velger jo flere klasser og jo flere søyler i histogrammet. Og motsatt, jo større klassebredde jo færre klasser. Histogram: 
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I eksempelet over er klassebredden konstant. Slik er det ikke altid. For litt mer stoff om histogrammer klikk her. 

VARIASJONSBREDDE

Variasjonsbredde = Største verdi - minste verdi

I eksemplet over er største verdi 196 cm og minste verdi 150 cm. Variasjonsbredden blir da 46cm. 

Variasjonsbredden er et mål på spredning. 

SEKTORDIAGRAM

La oss tenke oss at du i løpet av en uke arbeider 7 timer med norsk, 4 timer med engelsk 11 timer med matte og 6 timer med NaMi. Dette kan fremstilles i et sektordiagram på denne måten: 
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Sektordiagrammet viser den innbyrdes fordelingen mellom størrelsene som inngår. For å kunne lage et slikt diagram trenger vi en gradeskive og følgende tabell: 
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Norsk 7 7/28 0,25 5% |25 36 = o0°

Engelsk 4 428 =0,14 14% 14 36 ~ 51°

Maternatie |11 11/28= 0,39 39% |39 36 =140°

NaMi 6 6/28 = 0.22 2% 2236 = 79°
TOTAL 28 10 100% 360°







I kolonnen til høyre ser du at faktoren 3,6 brukes. Det kommer av at vi tar 360°/100%. 

Dersom du er interessert i data kan du lage sektordiagrammer og mange andre diagrammer ved hjelp av et regneark program.
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Figuren er hentet fra et tallbehandlingsprogram som heter Excel og viser noen av de diagramtypene man kan lage med programmet. Ikke overdriv effektene.

GEOMETRI III

OMREGNINGSTABELLER

· LENGDE


En lengde er gitt ved et måltall og en enhet. Enheten kalles for benevning. Eksempler på enheter er meter (m), desimeter (dm), centimeter (cm) og millimeter (mm). Vi har følgende sammenheng: 1m = 10dm = 100cm = 1000mm 
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Skal man arbeide med flere lengder er det viktig at alle har samme enhet. Vi går fra en enhet til en mindre enhet ved å multiplisere måltallet med 10. Motsatt vei dividerer vi med 10. Ønsker man for eksempel å gå fra meter til centimeter må man multiplisere med 10 to ganger.
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For større lengder har vi enhetene kilometer (km) og mil. 1km = 1000m = 0,1mil. 1 mil = 10km 
· AREAL


Et areal er gitt ved et måltall og en enhet. Enheten kalles for benevning. Eksempler på enheter er kvadratmeter (m2), kvadratdesimeter (dm2), kvadratcentimeter (cm2) og kvadratmillimeter (mm2). Vi har følgende sammenheng: 1m2 = 100dm2 = 10000cm2 = 1000000mm2
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Skal man arbeide med flere areal er det viktig at alle har samme enhet. Vi går fra en enhet til en mindre enhet ved å multiplisere måltallet med 100. Motsatt vei dividerer vi med 100. Ønsker man for eksempel å gå fra kvadratmeter til kvadratcentimeter må man multiplisere med 100 to ganger. 
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· VOLUM


Et volum er gitt ved et måltall og en enhet. Enheten kalles for benevning. Eksempler på enheter er kubikkmeter (m3), kubikkdesimeter (dm3), kubikkcentimeter (cm3) og kubikkmillimeter (mm3). Vi har følgende sammenheng: 1m3 = 1000dm3 = 1000000cm3 = 1000000000mm3
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Skal man arbeide med flere volum er det viktig at alle har samme enhet. Vi går fra en enhet til en mindre enhet ved å multiplisere måltallet med 1000. Motsatt vei dividerer vi med 1000. Ønsker man for eksempel å gå fra kubikkmeter til kubikkcentimeter må man multiplisere med 1000 to ganger. 

Når man regner ut et volum regner vi med en eller flere lengder. Når det arbeides med flere lengder må alle ha samme enhet. Se avsittet foran, om lengder. 
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For større arealer har vi følgende enheter: ar = 100 m2, daa = dekar = 1 000 m2, ha = hektar = 10 000 m2, km2 = kvadratkilometer = 1 000 000 m2. 
KONGRUENTE FORMER

Geometriske figurer som dekker hverandre helt når vi legger den oppå hverandre kalles for kongruente. Det kan tenkes at vi må rotere figurene for at de skal dekke hverandre. 
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Dersom figur B roteres 90º med klokka, ser vi at figur A og B dekker hverandre helt. A og B er kongruente figurer. 

VOLUM OG OVERFLATE

[image: image168.png]



Dersom grunnflaten G og toppflaten T er to parallelle, kongruente plan er volumet gitt ved:

V = Grunnflate · høyde = G · h



Legemets overflate er gitt ved:

O = 2 · Grunnflate + OmkretsGrunnflate · høyde = 2G + OGh



SYLINDER 
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PYRAMIDE 
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KJEGLE 
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KULE 
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FORMLIKHET

En trekant er formlik med en annen trekant dersom vinklene i begge trekantene er like store. Dersom vi skal påvise at to trekanter er formlike må vi vise at to av vinklene i trekantene er identiske (den tredje gir seg da selv). 
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I denne figuren er rød trekant formlik blå trekant fordi linjene l og m er parallelle og fordi vinkel C og c er toppvinkler. Vinkel A = a, B = b og C =c. Vi har følgende forhold mellom lengdene på sidekantene i trekantene:
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Uttrykkene over kalles for proporsjoner og utrykker følgende på norsk: Forholdet mellom to sider i den ene trekanten er lik forholdet mellom tilsvarende sider i den andre trekanten. Dette gjelder bare når trekantene er formlike. 

MANGEKANTER

En mangekant er en geometrisk figur med tre eller flere kanter. Alle mangekanter kan deles inn i trekanter. Alle trekanter har en vinkelsum på 180º
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En figur med n kanter kan deles opp i (n-2) trekanter. 

Vinkelsummen av n - kanten blir (n-2)180º.



En regulær mangekant er en geometrisk figur der alle sider er like lange og alle vinkler er like. I en regulær n - kant er vinkelen 
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Alle regulære mangekanter kan innskrives i en sirkel, som vist under. Tilsvarende sier vi at sirkelen er omskrevet en mangekant. 
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TEGNING AV REGULÆRE MANGEKANT
Vi kan tegne regulære mangekanter på følgende måte: Slå en sirkel. Avsett et tilfeldig punkt på sirkelbuen. Dersom du skal tegne en n-kant deler du gradeantallet i sirkelen (360º) på n. La oss tegne en 9 kant. Da får vi 360º : 9 = 40º. Vi bruker transportøren (gradeskiven) og deler sirkelperiferien opp i 40 graders sektorer. Tegningen kan se slik ut: 
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Legg merke til at mangekantens vinkel øker sterkt når n er liten, men avtar med voksende n. Når n blir stor går mangekanten mot en sirkel. 

TESSELERING (FLISLEGGING)

Å dekke en flate med fliser kalles tesselering. Til dette kan man bruke flis med varierende størrelse og form. Dersom man ønsker å bruke regulære mangekanter må man være oppmerksom på følgende: Der to eller flere mangekanter møtes blir vinkelsummen 360º.
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Det betyr at den regulære mangekantens vinkel må innfri følgende krav:

Mangekantens vinkel · Antall flis som møtes =360º



Dersom ikke dette er oppfylt vil ikke flisene dekke hele flaten. Det vil bli en glipe i punktet der flere flis møtes. Fra tabellen avsnittet om mangekanter ser vi at det kun er regulære tre-, fire- og sekskanter som oppfyller dette kravet.
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Figuren viser tesselering med forskjellige typer regulære mangekanter. Vi ser at med regulære femkanter blir det umulig å dekke flaten. Man kan selvfølgelig benytte forskjellige regulære mangekanter til tesseleringen. 

FIBONACCI

Vi har tallfølgen: 

1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34,........


Tallene kalles for Fibonaccitallene og fremkommer ved at et tall i følgen er summen av de to foregående.

F(n) = F(n-1) + F(n-2)

n > 2



Disse tallene finner du igjen i naturen, i mange sammenhenger. Dersom man ønsker et grafisk bilde av tallene kan man tenke seg at tallene beskriver sidene i et kvadrat. Når man legger kvadratene ved siden av hverandre kan man oppnå følgende mønster: 
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Fibonacci var en Italiensk matematiker som levde mellom 1170 og 1250. De påståes at han kom fram til disse tallene ved å studere kaniner. Tenk deg følgende: 

· På en øy der det ikke finnes kaniner setter du ut et nyfødt par. 

· Kaninene føder kun en hunn og en hann. 

· Kaninmoren føder et nytt par hver måned, to måneder etter at hun selv er født. 

· Ingen kaniner dør. 

Hva synes du om denne modellen? Dersom vi følger modellen, hvor mange kaniner er det på øya et år senere? Figuren under setter deg på sporet.. 
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DET GYLNE SNITT

Det gylne snitt er en måte å dele linjer på. Dette forekommer når forholdet mellom linjestykkene er som følger: 
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· Dette kan du kontrollere ved å sett x og 1 inn i proporsjonene, som vist på figuren over. For å kunne løse problemet trenger du kjennskap til andregradsligninger.

Dersom b deler linjestykket AC i et gyllent snitt har vi følgende: 

AC = 1,618AB
AB = 0,618AC 

Vi finner det gylne snitt ved konstruksjon på følgende måte: 

· Tegn linjestykket AC og halver det. 

· Konstruer normalen til AC gjennom C 

· CD=½AC. Trekk linjen AD 

· CD = CE 

· AE = AB 

· Linjestykket AC er nå høydelt ved B (gylne snitt). 

[image: image194.png]





Det gylne snitt spiller en sentral rolle i fotografi og annen billedkunst. Dersom vi benytter det ovenstående på sidene i et fotografi får vi følgende: 
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Som du ser kan det gylne snitt også anvendes på flate. En gyllen trekant er en likebeint trekant der forholdet mellom langside og kortside er 1,618.

Du har tidligere stiftet bekjentskap med Fibonaccitallene. Dersom vi tar Fib(2):Fib(1), Fib(3):Fib(2), Fib(4):Fib(3)...osv. Finner vi følgende: 
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Plotter vi grafen ser det slik ut: 
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FRAKTALER

Tenk på strømningene i en stri bekk, skyene på himmelen og sanddyner som formes. Alle disse systemene er i stadig endring og kan se ut som det reneste kaos. Fraktalgeometrien ble utviklet for å analysere og beskrive slike kaotiske systemer.

En fraktal er en kurve, figur eller gjenstand som er formlik med seg selv. Deler av fraktalen har samme form som hele fraktalen. Man kan tenke seg en fraktal som en uendelig lang linje på et endelig areal. La oss se:
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Utviklingen av datateknologi og regnekraft må ta mye av æren for fraktalenes popularitet. I tillegg til at de kan hjelpe oss til å forstå kompliserte problemer er de jo ganske pene å se på også. Nedenfor ser du eksempler på fraktaler.
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Dersom du har mobiltelefon er det svært sannsynlig at antennen i telefonen har en fraktalgeometri.

SPIRALER

En spiral er en kurve som beskrives av et punkt som roterer rundt en pol, et fast punkt, som det roterende punkt fjerner seg fra.

Det finnes mange varianter av både krumme og brukkne spiraler. To krumme er disse:

ARKIMEDES' SPIRAL 
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Tenk deg en stor klokke som har en to meter lang "langeviser" (den som bruker en time på en runde.)Tenk deg vider at en flue sitter i sentrum av klokken, men på denne viser. Fluen begynner å gå mot tuppen av viseren med en konstant fart på 0,5 meter per time. Bevegelsesmønsteret til fluen er beskrevet ved denne type spiral. Avstanden mellom hvert omløp er det samme.

Ligningen i polare koordinater er r=aθ der r er radien, a er en konstant og θ er vinkelen. 


LOGARITMISK SPIRAL 

[image: image202.png]





En logaritmisk eller likevinklet spiral er formlik med seg selv og alle andre likevinklede spiraler. Det betyr at spiraler av denne typen er sammenfallende dersom man forstørrer/ forminsker. Spiralens avstand til "seg selv" øker for hvert omløp. Vinkelen θ, mellom en linje OP og spiralen, er fast.

PROPORSJONER OG PROPORSJONALITET

FORHOLD:

Forholdet mellom a og b er a : b, eller, [image: image203.png]


. 

Eks:

Enkelte båtmotorer krever olje i bensinen. En spesiell motor krever blandingsforholdet 1:25. Det betyr at dersom du har en liter olje, må du blande inn 25 liter bensin for at blandingsforholdet blir riktig. Dersom du har 10 liter bensin må du blande inn [image: image204.png]10 liter % =101iter - 0,04 =04 liter=4 dl



for at forholdet skal bli riktig. 

Tilsvarende, dersom du har 7 desiliter olje må du blande inn 0,7 liter .25 = 17,5 liter bensin.

BLANDINGER:
Dersom vi blander etter forholdet [image: image205.png]


består blandingen av a + b deler. stoff a vil utgjøre [image: image206.png]atb



av hele blandingen. 

Eks:

En del saft blandes med 12 deler vann. Forholdet er 1 : 12 eller [image: image207.png]


. 
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Legg merke til at blandingen nå totalt består av 13 deler, 1 del saft + 12 deler vann, slik at mengden av ren saft i blandingen er [image: image209.png]


og mengden av rent vann i blandingen er [image: image210.png]


. 





PROPORSJONER:
En proporsjon sier at to forhold er like store. a forholder seg til b som c forholder seg til d.
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Vi kryssmultipliserer og får ad = bc. 

Eks 1: 

Vi har to formlike trekanter. I den ene trekanten kjenner vi lengden av begge katetene, men i den andre kjenner vi bare et. Vi finner det ukjente på følgende måte: 
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Eks 2:

Erik liker saft og vann blandet i forholdet 1:6. Hvor mye saft må tilsettes 2,4 liter vann for å få dette forholdet? 
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liter saft. 

PROPORSJONALITET:
y og x er proporsjonale når y = kx . k er konstant og kalles proporsjonalitetsfaktoren. Vi observerer at dette er ligningen for den rette linje uten konstantleddet b. Vi har at [image: image214.png]™



. 

Eks: 

Hvor mye du må betale når du kjøper appelsiner avhenger av hvor mange kilo du kjøper og kiloprisen. Kiloprisen er konstant. Totalpris = kilopris ·antall kilo. Dersom kiloprisen er 4 kr,- får vi følgende sammenheng:

y=4x
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OMVENDT PROPORSJONALITET:
y og x er omvendt proporsjonale når [image: image216.png]e



. k er konstant. Vi har k = xy. 

Eks: Du leier en ungdomsklubb for en kveld for kr. 500,- Du inviterer dine venner til fest. Hvor mye hver enkelt må betale (y) kommer an på hvor mange som takker ja til invitasjonen (x). Vi sier at prisen hver enkelt må betale er omvendt proporsjonal med antall gjester. Vi får [image: image217.png]
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Legg merke til at grafen avtar sterkest i begynnelsen, for så å flate ut når antall gjester øker.
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